La féormula de Cayley
por

Ramoén Espinosa Armenta

En 1889, Arthur Cayley establecié una férmula para el ntimero de arboles
generadores distintos de la grafica completa K, con la etiquetacion estandar
de los vértices 1,2, ..., n. En 1918, el aleman H. Priifer obtuvo una elegante
demostraciéon de la formula de Cayley estableciendo una correspondencia
biyectiva entre arboles etiquetados con n vértices y sucesiones de longitud
n — 2, llamadas cédigos de Priifer.

El c6digo de Priifer P(T') de un arbol T no trivial, se define recursivamente
de la siguiente manera. Si |V (T")| = 2 entonces T' consiste de una sola arista
y P(T) es la palabra vacia, es decir P(T) = (). Supongamos ahora que el
cédigo de Priifer esta definido para cualquier arbol con n vértices y sea T' un
arbol con n + 1 vértices. Sea

v=min{i € V(T) | dr(i) =1}

y sea u el unico vértice adyacente a v en T'. Por lo tanto T"— v es un arbol
etiquetado con n vértices, por lo que P(T —v) esta bien definido por hipétesis
de induccién. Definamos ahora el codigo de Priifer de 1" como:

P(T) = (u, P(T —v)).

Ejemplo 1. Consideremos el arbol etiquetado de la figura de abajo.
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El vértice de grado uno que tiene etiqueta mas pequena es el vértice 1, el
cual es adyacente al vértice 5, por lo que P(T) = (5, P(T — 1)). Al remover
el vértice 1 obtenemos una trayectoria de longitud tres. El vértice de grado
uno que tiene etiqueta mas pequena es el vértice 3, el cual es adyacente al
vértice 2, por lo que P(T) = (5,2, P((T"— 1) — 3)). Al quitar el vértice 3
de esta grafica obtenemos una trayectoria de longitud dos. El vértice 2 es el
vértice de grado uno con etiqueta mas pequena y es adyacente al vértice 5, el
cual se incorpora a la lista. Al remover el vértice 2 obtenemos un arbol con
dos vértices, al cual le corresponde la lista vacia. De esta manera el codigo
de Priifer del drbol es (5,2,5). A

Como vimos en el ejemplo anterior, no todos los vértices aparecen en el
cédigo de Priifer, por otra parte hay vértices que aparecen mas de una vez.
El ntimero de veces que un vértice aparece en la lista depende del grado del
vértice, como lo muestra el siguiente lema.

Lema 1. Sea a; el nimero de veces que aparece el nimero i en el codigo de
Priifer de un drbol etiquetado T con n > 3 vértices. Entonces dr(i) = a; + 1.

Demostracion. Sin = 3 entonces P(T") consiste de un solo nimero, corres-
pondiente al vértice de grado dos.

Supongamos ahora que el resultado es cierto para todo arbol etique-
tado con n > 3 vértices. Sea T un arbol etiquetado con n + 1 vértices,
v=min{i € V(T) | dr(i) =1} y sea u el dnico vértice adyacente a v en T
Por lo tanto P(T') = (u, P(T — v)). Para cada i € V(T) sea b; el ntimero de
veces que aparece i en P(T — v). Por hipétesis de induccién

dr_(i) = b; + 1.

Ademas, si i # u entonces a; = b; y dp(i) = dr_,(i). Por lo tanto dr(i) =
a; + 1. Por otra parte, si i = u entonces a; = b; + 1y dr(i) = dp_,(i) + 1.
Por lo tanto dr(i) = b; + 2 = a; + 1. O

El siguiente lema muestra que el cédigo de Priifer define una funcién
inyectiva del conjunto de &rboles generadores con n vértices al conjunto de
palabras de longitud n — 2 del alfabeto {1,2,...,n}.

Lema 2. SiT y T’ son dos drboles etiquetados con n > 3 vértices, tales que
P(T)= P(T"), entonces T =T".



Demostracion. Sin = 3 entonces P(T') consiste de un solo nimero, corres-
pondiente al unico vértice de grado dos de T. Como P(T) = P(T"), este
vértice también es el Unico vértice de grado dos de T” y por lo tanto T'=T".

Supongamos ahora que el resultado es cierto para cualesquiera dos arbo-
les etiquetados con n vértices. Sean Ty T” dos arboles etiquetados con n+ 1
vértices, tales que P(T) = P(T"). Sea v el minimo elemento de {1,...,n}
que no aparece en P(T). Por el lema anterior dr(v) = 1y dp(v) = 1. Por
lo tanto existe un tnico u tal que u es adyacente a v en T' y existe un unico
w tal que w es adyacente a v en T'. De ahi que P(T) = (u, P(T —v)) y
P(T") = (w, P(T"—v)). Como P(T) = P(T"), se sigue que u = w, por lo tanto
P(T —v) = P(T"—w). Por lo que, por hipétesis de induccién, T'—v = T" —v.
Con lo cual concluimos que T'=T". O

El siguiente lema muestra que a cada palabra de longitud n—2 del alfabeto
{1,2,...,n} le corresponde un arbol cuyo cédigo de Priifer es esa palabra.

Lema 3. Sean > 3. Si L = (uy,ug,...,u,_2) es una lista cuyos elementos
pertenecen al conjunto V= {1,...,n}, entonces existe un arbol etiquetado T
tal que P(T) = L.

Demostracion. Sin = 3 entonces L = (uy), por lo tanto T" es la trayectoria
de longitud dos que tiene a u; como vértice interno.

Supongamos que el resultado es cierto para toda lista de longitud n — 2.
Sea L = (uq,us, ..., u, 1) una lista de longitud n — 1. Sea v el méds pequeno
elemento de V' que no aparece en L. Por hipdtesis de induccion existe un
arbol T con conjunto de vértices V(T") = {1,...,n + 1} — {v}, tal que
P(T") = (ug,us, ..., u,_1). Sea e la arista que une a v con u; y sea T = T"+e.
Por lo tanto T" es un arbol y ademés P(T') = (uy, P(1T")) = L. O

El siguiente ejemplo ilustra el método descrito en el lema anterior para
hallar un arbol generador correspondiente a una lista dada.

Ejemplo 2. Consideremos la lista (3,5,3,1). La longitud de esta lista es
cuatro, por lo que corresponde a un arbol con conjunto de vértices V =
{1,2,3,4,5,6}. El primer vértice que no aparece en la lista es 2, el cual debe
ser adyacente al vértice 3. Consideremos ahora la sublista (5,3, 1), el primer
vértice del conjunto {1,3,4,5,6} (obtenido al remover el vértice 2) que no
aparece en la lista es el 4, que debe ser adyacente al vértice 5. Analogamente,
el primer vértice del conjunto {1,3,5,6} que no aparece en la sublista (3, 1)
es el b, el cual debe ser adyacente al vértice 3; el primer vértice del conjunto



{1,3,6} que no aparece en la sublista (1) es el 3, el cual debe ser adyacente
al vértice 1; finalmente obtenemos la lista vacia y el conjunto {1,6}, lo cual
indica que el vértice 1 debe ser adyacente al vértice 6. La figura de abajo
muestra el drbol correspondiente a la lista (3,5,3,1).
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Teorema 1 (Férmula de Cayley). Hay n™2 drboles etiquetado distintos con
n vértices.

Demostracion. Sin =1 o n = 2 el resultado es claramente cierto. Si n > 3

se sigue de los lemas 2 y 3 que existe una correspondencia biyectiva entre

el conjunto de arboles generadores con n vértices y el conjunto de palabras

de longitud n — 2 del alfabeto {1,2,...,n}. Como el nimero de palabras de

longitud n — 2 de un alfabeto con n elementos es n"~2, entonces hay n" 2

arboles etiquetado distintos con n vértices. O
Ejercicios

1. Determina los arboles con 8 vértices correspondientes a los siguientes

cédigos de Priifer:

a) (1,1,1,1,1,1

b) (2,3,4,5,6,7

c) (2,3,4,5,6,6

d) (3,3,4,5,6,6

— ~— —

2. Da una condicién para que el codigo de Priifer corresponda a una tra-
yectoria o a una estrella.

3. Dibuja los 16 arboles etiquetados distintos con cuatro vértices, y de-
termina el cédigo de Priifer de cada uno de ellos.



