Niuimeros complejos

por

Ramoén Espinosa Armenta

En el siglo XVI, el matemaético italiano Gerolamo Cardano se pregunté si
tenia sentido considerar raices cuadradas de ntimeros negativos. Tal raiz
cuadrada deberia de cumplir las propiedades de la raiz cuadrada usual, en
particular, si b > 0, entonces

V= V(D= VIVE,

donde el nimero Vb es la rafz cuadrada usual, pero el nimero v/—1 no
corresponde a ningun numero “real”, por lo que Cardano le llamé nimero
“imaginario”. Aceptando que tal nimero existe, toda ecuacién cuadratica
con coeficientes reales tiene solucién, las cuales son de la forma

a++—1b,

donde a, b son ntumeros reales. Tales niimeros son llamados nimeros com-
plejos. Cardano observé que podia sumar y multiplicar niimeros complejos,
suponiendo que la propiedades algebraicas usuales seguian siendo validas.
Esta idea intuitiva de los niimeros complejos fue clarificada por Gauss a fines
del siglo XVIII. Algunos afios después, el matematico francés Jean-Robert
Argand sugirié interpretar los niimeros complejos como parejas ordenadas de
numeros reales. A continuacién veremos la definicion formal del sistema de
los niimeros complejos, y estudiaremos sus propiedades.

El sistema de los ntimeros complejos consta del conjunto C = R?, junto
con la suma

(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d),

y el producto
(a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc).

Ejemplo 1. Si z = (3,—1) y w = (1, 2), entonces
z4+w=(4,1) y zw=(5>5).



Teorema 1. Fl sistema de los nimeros complejos (C, 4+, - ) es un campo.

Demostracion. (a,b) + (¢,d) = (a+c¢,b+d) = (c+a,d+b) = (¢,d) + (a,b),
por lo que la suma es conmutativa. Analogamente se prueba que la suma es
asociativa (ejercicio 1). Por otra parte, (a,b) + (0,0) = (a,b), de modo que
(0,0) es el neutro aditivo. Se puede ver facilmente que el inverso aditivo de
(a,b) es (—a, —b).

Se deja al lector probar que el producto de ntimeros complejos es asocia-
tivo y conmutativo (ejercicios 2 y 3). Observemos ademas que (a,b)(1,0) =
(al —0,a0 + bl) = (a,b), por lo que (1,0) es el elemento unitario.

Sea (a,b) # (0,0). Para probar que este elemento tiene inverso multipli-
cativo, debemos hallar (z,y) € C tal que (a,b)(x,y) = (1,0), y por lo tanto
(ax—by,ay+bx) = (1,0). Esto nos conduce al sistema de ecuaciones lineales:

ar —by =1
br +ay =0

El cual siempre tiene solucién, pues por hipétesis a? + b? # 0. Ademss la
solucién es

a —b
r=-—— = —.
@+ VT @+
Por tltimo, se deja al lector probar la propiedad distributiva (ejercicio 4).
U

El siguiente resultado muestra que el campo de los ntimeros reales estd in-
merso en el campo de los niimeros complejos.

Teorema 2. La funcion f: R — C definida por
f(a) = (a,0),
es un homomorfismo inyectivo del campo R en el campo C.

Demostracion. Si a,b € R, entonces
fla+b) =(a+0,0) = (a,0) + (b,0) = f(a) + f(b)

y
f(ab) = (ab,0) = (ab — 00,a0 + 0b) = (a,0)(b,0) = f(a)f(b).

Por lo tanto f es un homomomorfismo. Ademads si f(a) = f(b) entonces
(a,0) = (b,0) y por lo tanto a = b, es decir, f es inyectiva. O
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En virtud del teorema anterior, podemos identificar cada nimero real a
con el nimero complejo (a,0). Utilizamos el simbolo ¢ para representar el
nimero complejo (1,0).! Observa que

i =(0,1)(0,1) = (=1,0) = —1.

Observa también que (b,0)(0,1) = (0,b), lo cual justifica escribir (0,b) = bi,
para todo numero real b; estos nimeros son llamados imaginarios puros.
Ademés todo ntimero complejo z = (a, b) se puede escribir en la forma

z = (a,0) + (0,b) = a + ib.

De modo que podemos representar el conjunto de los ntimeros complejos
como

C={a+ib|a,beR}.

Utilizando el hecho de que i2 = —1, la regla de multiplicacién de niimeros
complejos es facil de recordar:

(a+1ib)(c +id) = ac + iad + ibc + i%bd = (ac — bd) + i(ad + be).

Si z = a + ib, diremos que a es la parte real de z y b es la parte
imaginaria de z. Utilizaremos la notacién Re z para denotar la parte real
de un niimero complejo z, e I'm z, para denotar su parte imaginaria; de esta
manera

z=Re z+1ilm z.

El plano complejo

En el siglo XVII, el matematico francés René Descartes ided un método para
representar puntos en el plano por medio de parejas ordenadas de niimeros
reales. Dibujemos en el plano dos lineas rectas, llamadas ejes, una horizontal
y otra vertical. El punto de interseccién O de los ejes es llamado el origen.
Una unidad de longitud se escoge en cada eje. Una pareja ordenada (a,b) de
nimeros reales corresponde al punto P que esta a unidades a la derecha del
eje vertical si @ > 0, o —a unidades a la izquierda del eje vertical si a < 0,
y b unidades arriba del eje horizontal si b > 0, o —b unidades abajo del eje
horizontal si b < 0.

'Los ingenieros eléctricos utilizan el simbolo j, pues reservan el simbolo i para denotar
la corriente eléctrica.



Todo ntimero complejo z = a+ib se puede representar geométricamente
como el punto (a,b) en el plano cartesiano. Alternativamente, un nimero
complejo z = a 4+ ib puede dibujarse como una flecha del origen al punto
(a,b) € R2.

L

QF-—-—-=-=-=-—--
v

Cuando pensemos en los puntos del plano cartesiano como niimeros com-
plejos, nos referiremos al plano complejo. El eje horizontal se llama eje real
y el eje vertical se llama eje imaginario.

Si z,w € C y transladamos la flecha representando a w de modo que su
punto inicial coincida con el punto terminal de z, entonces z + w esta repre-
sentado por la flecha que va del origen al punto terminal de esta flecha.

A

z+w

Conjugado

El conjugado de un nimero complejo z = a + ib, es el nimero z = a — 1b.
Geométricamente, el conjugado de z es el niimero que se obtiene al reflejar
z con respecto al eje real.



z=a+1b

v

El siguiente resultado establece algunas propiedades del conjugado de un
nimero complejo.

Teorema 3. Sean z,w € C, entonces
(a) Z==z.

(b) z+ZzZ=2Re z.

(c) z—Z=2iIm z.

(d) z+w=7Z+w.

(e) zZw = zZw.

(f) Siw#0, entonces z/w = Z/.

Demostracion. Escribamos z =a+1ib y w = c+1d.

a) z=a—ib=a+ib=z.

b) z+4+Zz=(a+ i)+ (a —ib) =2a = 2Re 2.

c) z—z=(a+1ib)— (a—1ib) =2ib=2ilm z.

d) z+w=(a+c)—i(lb+d)=(a—ib)+ (c—id) =z + w.

e) zw = (a—1ib)(c—id) = (ac — bd) — i(bc + bd) = Zw. L

f) Por el inciso anterior, w(z/w) = w(z/w) = z. De ahi que z/w = zZ/w.
U
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El médulo de un niimero complejo z = a + ib, es el ntimero real
|z| = Va2 + b2,

el cual representa la distancia del punto z al origen. El siguiente resultado
establece algunas propiedades del modulo de un nimero complejo.



Teorema 4. Sean z,w € C, entonces

(a)
(b)
(c)
(d)
(e)
(f)
(9)

|z| > 0. Ademds |z2| =0 < z=0.

2z = |2|%

2] = [2].

|Re z| < |z| e |[Im z| < |z|.

|2w] = [2||w].

Siw # 0, entonces |z/w| = |z|/|w|.

|z 4+ w| < z| + |w].

Demostracion. Sean z,w € C, entonces

(a)

b
c

(
(
(d
(

e

~— o N

(f)
(9)

|z| > 0 por definicién. Ademss |2| =0 & a>+ b =0

S a=0yb=0 < z=0.

2z = (a+ib)(a—ib) = (a® + b*) + i(—ab + ba) = (a* + b?) = ||
2l = | — ib| = y/a + (=D = Va? + 5 = |3

|Re z| = |a| = Va2 < Va? + 1% = |z|. Andlogamente, [Im z| < |z|.

|z2w|? = (2w)zw = (z2w)(zZw) = (22)(ww) = |2|*|w]?. De ahf que,
|zw| = |z[[w].

Por el inciso anterior, |w||z/w| = |w(z/w)| = |z|. Por lo tanto,
|z/w| = |2]/]w].

24wl = (z+ w)(z + w)
=2Z+ 2w+ wz + ww
= |2]* + 2Re (zw) + |w]?
< 2] + 2|zw| + |w]?
= |2 + 2|z|Jw] + |w]?
= (|z] + |w])?

Por lo tanto |z + w| < |z] + |w].

O

La tultima desigualdad es llamada desigualdad del triangulo, pues es-

tablece que en cualquier triangulo la suma de las longitudes de dos de los
lados deber ser mayor o igual que la longitud del tercer lado.

El hecho de que el producto de un niimero complejo por su conjugado sea

un ntmero real, proporciona un método sencillo para calcular el cociente de



dos nimeros complejos:
a+ib  (a+ib c—di
ct+id  \c+id) \c—di

_ (ac+bd) + (bc — ad)i

2+ d?
_ (bc — ad)i
2+ d?

El siguiente teorema establece la existencia de raices cuadradas de ntime-
ros complejos.

Teorema 5. Para cada w € C, existe z € C, tal que z*> = w.

Demostracién. Supongamos que z? = w. Por lo tanto |z|? = |w|, y de ahf que
2z = |w|. Por lo tanto

2(z24+2) =2 +z22=w+|uwl|

Ahora bien,
(z+2)?=2"4222+ (2)° = w + 2|w| + w.

Por lo tanto (z + 2)? = 2(Re w + |w|). De ahi que,

+v/2(Re w + |w|)z = w + |w],

donde /- es la raiz cuadrada real, la cual existe, pues (Re w + |w|) > 0.

Si (Re w+|wl|) = 0, entonces w = —|w|, y de ah{ que 2 = —|w|. Por otra
parte, como w + |w| = 0, entonces 2zRe z = 0, y por lo tanto Re z = 0. Es
decir, z = ilm z, y por lo tanto 2% = —(Im 2)2. Como también 2? = —|w|,
se sigue que I'm z = ++/|w|, y por lo tanto z = +iy/|w]|.

Si (Re w + |w|) > 0, entonces

L +(w + |w|)
V2(Re w+ [w])
]



Si w € C, definimos la raiz cuadrada de w como el niimero

Vw = \/252;‘;?)@])’ si Re w + |w| > 0,

o el numero
Vw = iy/|w|, si Rew+ |w|=0.

Por lo tanto la ecuacién 2% = w tiene dos soluciones: z = £/w.
Ejemplo 2. Hallar la raiz cuadrada de w = —4.

Solucion. Re w + |w| = —4 +4 = 0, por lo tanto v/—4 = iv/4 = 2i.
Ejemplo 3. Hallar la raiz cuadrada de w = i.

Solucion. Re w+ |w| =041 =1, por lo tanto

L+ 1 1 {
V2 V2 V2

Ejemplo 4. Hallar la raiz cuadrada de w = 3 + 41.
Solucion. Re w + |w| =345 = 8, por lo tanto

_ 3+4i+5

3+ 4i
V16

=2+ 2.

A

A

El hecho de que todo niimero complejo tenga raiz cuadrada, asegura que
toda ecuacion cuadratica con coeficientes complejos tenga soluciéon en el cam-

po de los nimeros complejos.

Corolario 1. Sean a,b,c € C con a # 0. Entonces las soluciones de la

ecuacion cuadrdtica
ar® +bx +c =0,

estan dadas por la formula:

B —b+ Vb? — 4ac
- 2a ’

T




Ejemplo 5. La ecuacién
°—22+10=0
no tiene soluciones reales, pero tiene dos soluciones complejas:

r=14+3% y z=1-3i

Dado un punto (z,y) € R?, podemos escribir
xr =rcosf y =rsenb,

donde r = |z] y € es el angulo entre el eje real positivo y el segmento de recta
de 0 a (z,y). De esta manera el niimero complejo z = x+iy se puede escribir
como

z =r(cosf +isend).
Esta representacién es llamada forma polar de z.

A

z=r(cosf + isinf)

rsin 6

v

rcosf

El angulo 6 es llamado el argumento de z y se denota § = arg z. El
argumento de un nimero complejo no es unico, pues podemos sustituir 6
por 0 4 2km, para cualquier entero k.

Ejemplo 6. En cada inciso determinar el argumento del ntimero indicado.
(a) z=xz€R,conz>0;

(b)) z=x€R, conz<0;
(¢) z=1+71;
(d) z=1



Solucion.
(a) arg z=0; (b) arg z=m;
(¢) argz=m/4; (d) argz=m/2. A

Teorema 6. 5i z,w € C, entonces
arg(zw) = arg z + arg w.

Demostracion. Escribamos z = r(cosf + isenf) y w = p(cos ¢ + isen ¢).
Por lo tanto

zw = rp[(cosf cos ¢ — sen B sen ¢) + i(sen b cos ¢ + sen ¢ cos )
= rplcos(0 + ¢) + isen(d + )]
De ahi que |zw| = rp = |z||w]|, lo cual ya sabiamos, pero ademés arg(zw) =

arg z +arg w. U

A principios del siglo XVIII, el mateméatico francés Abraham de Moivre
obtuvo la siguiente formula para calcular potencias de niimeros complejos.

Teorema 7 (Férmula de De Moivre). Sea z = r(cosf + isen@), entonces,
para cada n € N,
2" = r"(cosnb + isennd).

Demostracion. Haremos la demostracion por induccion sobre n. Sin =1 el
resultado es trivialmente cierto. Supongamos ahora que la féormula es cierta
para n, por lo tanto

2" = 22" = r(cos + isen §)r"(cos nd + i sen nf)
= " eos(n + 1)0 + isen(n + 1)6]
Por lo que la férmula es cierta para todo n € N. O

Ejemplo 7. Utilizar el teorema de De Moivre para expresar el ntimero
(141)°

en la forma a + ib.

Solucién. 1+1i = +/2(cosm/4+ isenn/4), por lo tanto

(1+14)% = (v/2)%(cos 67 /4 + isen 67/4)
= 8(cos 3m/2 + isen 3m/2)
= —8i.
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Ejemplo 8. Utilizar el teorema de De Moivre para expresar cos 36 y sen 36
en términos de sen @ y cosé.

Solucion. Por el teorema del binomio:

(cos® +isenf)® = cos®§ + 3icos* @ sen § — 3 cosfsen? § — i sen® §

= (cos® @ — 3 cosfsen® ) + (3 cos® O sen  — sen® 0).
Por otra parte, por el teorema de De Moivre
(cos® +isenB)® = (cos 30 + isen 30).
De ahi que,

cos 30 = cos® 6 — 3 cosfsen?

sen 30 = 3cos? O sen f — sen® 6.
JAN

El siguiente teorema muestra que todo niimero complejo distinto de cero
tiene exactamente n raices n-ésimas distintas.

Teorema 8. Sea w € C, w # 0, con representacion polar
w = r(cosf + isend).

Para cada n € N, la ecuacion z™ = w tiene n soluciones las cuales estdn

dadas por
n

para k=10,1,...,n—1.

Demostracion. Escribamos z = p(cos ¢ +isen ¢). Por la férmula de De Moi-
vre:
p"(cosne + isenng) = r(cosf + isend).

De ahi que
pPl=r y ng =0+ 2km.

por lo tanto
O+ 2kT

n

p=3r vy ¢
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Cada uno de los valores de k = 0,1,2...,n—1 da un valor diferente, por otra
parte cualesquiera dos enteros cuya diferencia sea un multiplo de n conduce
a la misma solucion, por lo tanto hay n soluciones distintas, dadas por:

{ (9+2k7r) , (9—1—2/{:7r)}
Zpe1 = VT |cos | ———— | +isen — |
n

O

Geométricamente, las n raices n-ésimas de un nimero complejo w =
r(cos 8+1isen 6) se encuentran en un circulo de radio /r; la primera raiz tiene
argumento 6/n y la diferencia entre los argumentos de dos raices consecutivas
es 27 /n.

Ejemplo 9. Hallar las raices cuadradas de 1.

Solucién. |i| =1y argi=m/2, por lo tanto las raices cuadradas son:

2z =cosm/4+isent/4 = +

%l-
<l

2y = cos(bm/4) + isen(bw/4) = _—; - %

1/V2+i/V2

-1/V2-i/V2
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Ejemplo 10. Hallar las raices ctibicas de 1.

Solucion. |1] =1y arg 1 =0, por lo tanto las tres raices cibicas son:

z1 =cos0+isen( =0

1 V3

7y = cos(2m/3) + isen(27/3) = —s+t—

2
. 1 V3
z3 = cos(4n/3) + isen(4n/3) = 5 o
-1 /3
PN
1 >
-1 V3
22
A
Ejemplo 11. Calcular las raices cuartas de —16.
Soluciéon. |—16] =16y arg —16 = 7, por lo tanto las cuatro raices cuartas

Son:

2(cosm/4 + isen/4) = V2 +iV2
2(cos 3m/4 + isen3m/4) = —V2 +iV/2
2(

2(

cos 5 /4 + isen br /4) = —V2 — /2
cos T /4 +isenTr/4) = V2 — iV2

21
)
Z3
24
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—V2+iV2 V2 4iv2

v

V2 —iV2 V2 —iV2

Ejercicios:

1. Demuestra que la suma de ntimeros complejos es asociativa.

2. Demuestra que el producto de niimeros complejos es asociativo.

3. Demuestra que el producto de niimeros complejos es conmutativo.
4. Demuestra la propiedad distributiva de nimeros complejos.

5. Expresa los siguientes ntimeros en la forma a + ib.

3 21
— b .

@ 0) o
1—4i

(c) (d) (34 5i)2

2—1i’

6. Determina la parte real e imaginaria de los siguientes ntimeros, donde

z=x+1y.
1 3
(a) 2 (0) 2. 1’
(c) 327“, (d) <
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10.

11.

12.

13.
14.

15.

16.

17.

Demuestra que Re(iz) = —Imz y que Im(iz) = Rez.
Describe geométricamente los conjuntos:
(a) {zeC| |Imz| <1} (b) {z€C| Im(iz) = 1};
(@ {zeCJ |z—i[=1} (@) {zeC]| |*|=4}
Demuestra que si z,w € C, entonces
|z +w|* + |z — w|* = 2|2|* + 2|w|*.

., Cudl es la interpretacién geométrica de esta identidad?

Demuestra que si z,w € C, entonces

1=zl — |z —wl* = (1= [2[*)(1 — [w]).

Supén que |z| =1y que Zw # 1, demuestra que

Z—Ww

! ‘:1.
1—2zw

Sea a € R, con a > 0. Muestra que las raices cuadradas de —a son
+Vai.

Calcula la raiz cuadrada de —15 — 8.
Resuelve la ecuacién cuadratica: 2 — (3 + 2i)x + (5 + 51) = 0.

Utiliza el teorema de De Moivre para expresar el nimero (—1+1i)? en
la forma a + .

Utiliza el teorema de De Moivre para expresar el niimero (1 —+/3i)° en
la forma a + b.

Utiliza el teorema de De Moivre para expresar cos 460 y sen 46 en térmi-
nos de sen 6 y cosf.
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18.

19.
20.
21.

22.
23.
24.
25.

26.

27.

28.

Utiliza el teorema de De Moivre para expresar cos 56 y sen 50 en térmi-
nos de sen 6 y cos®.

Determina las raices ctibicas de —8i y represéntalas geométricamente.
Calcula las raices ctibicas de 647 y represéntalas geométricamente.

Encuentra las raices cuartas de —1 — v/3i y represéntalas geométrica-
mente.

Determina las raices cuartas de 16 y represéntalas geométricamente.
Encuentra las raices sextas de 1 y represéntalas geométricamente.
Calcula las raices sextas de —1 y represéntalas geométricamente.

Demuestra que no es posible definir un orden en C de modo que C sea
un campo ordenado.

Sea
D={a+ib|a,beZ}.

Demuestra que D es un dominio entero.

Los elementos de D son llamados enteros Gaussianos, pues fueron
definidos por Gauss en 1830.

Sea K el conjunto cuyos elementos son de la forma
a —b
b a

a) Demuestra que K es un subanillo de M3(R).

con a,b € R.

b) Demuestra que K es un campo.

¢) Demuestra que K es isomorfo al campo de los niimeros complejos.

Demuestra que si z = r(cosf +isenf) y n € N, entonces

27" = r "[cos(—nb) + isen(—nb)].
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29. Sea w una raiz n-ésima de 1, w # 1. Demuestra que

l+w4w’ 4w+ 0" =0.

30. Para cada z = = + 1y se define la funciéon exponencial compleja

31.

como
e’ =e"(cosy +iseny).
ztw

Demuestra que, si z,w € C, entonces e*e” = e

La exponencial compleja fue introducida por Fuler en el siglo XVIII,
para extender la exponencial real al plano complejo, observa que

e +1=0.

Esta formula es considerada una de las mas bonitas en matemdticas,
pues involucra los cinco numeros mas importantes.

Sea A = C x C, con la suma y el producto definidos por
(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d)

(a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + bc).

Demuestra que (A,4, - ) es un anillo no conmutativo con elemento
unitario, en el que cada elemento distinto de cero es unidad.

Los elementos de A son llamado cuaternios y fueron estudiados por
Hamilton en el siglo XIX.
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