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Sea AeM (K), donde n>2. El jj-ésimo menor de A es la matriz A, obtenida a

partir de A eliminando el renglén iy la columna .

Ejemplo 1.
Sea
3 0 1 2
-1 2 4 1
A=
2 1 0 5
4 -2 3 6
Hallar A,,.
Solucion.

~

0 2
A, = 1 5
-2 6

A N W

Sea AeM, (K). El determinante de A, denotado det (A), se define recursivamente

de la siguiente manera:

et(A)=a, si n=1,
det(A) =Y (~1)"'a,, det(A, ) si n>2.
=
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El determinante de A también se denota |A|. Observa que det(A) es un escalar. El
ij-ésimo cofactor de A es el nimero:

()" cet(A,),

La expresion
det(A) =D (-1)"a,; det(A;)
j=1

se conoce como desarrollo por cofactores a lo largo del primer renglén.

Ejemplo 2.

Entonces det(A) = ad - bc.

Ejemplo 3.

Sea
3 1 -2
A=(0 2 1
1 3 0
Entonces

Determinantes
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21 01 _|02
det(A):3‘ H ‘2‘ ‘

30 1o 43
=3(=3) - (1) - 2(~2) = 4.

Veremos a continuacién algunas propiedades del determinante.

Teorema 1.

Sea AeM,(K). Si B es la matriz de n x n obtenida a partir de A, multiplicando el
renglén i por A eK, entonces det(B) = Adet(A).

Demostracion. Haremos la demostracion por induccion sobre n. Sin =1,
entonces A=(a,)y B=(la,). Por lo tanto det(B) = Aa,, = Adet(A).

Supongamos el resultado cierto para algin entero positivo n. Sea A una matriz de
(n+1)x(n+1),ysea B la matriz obtenida a partir de A, multiplicando el renglén
i por el escalar 1.

Sii=1, entonces B, =A,, paratoda j>1, por lo tanto
det(B) = Z (-n* b, ; det( I_salj)
i-1

=Y 0 (2ay)cet(hy)
= Adet(A)
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Sii>1, entonces, b1j=alj, para cada j>1, ademds la matriz B, se obtiene a
partir de la matriz A, multiplicando el renglén i-1 por el escalar 4, de modo que,
por hipétesis de induccion det(B;;) = Adet(A ). De ahi que

det(B) = Z (~1)*Tb,, det(8, )
_ Zri:(—l)“jaijldet(ﬁ&j)

= Adet(A)

Corolario 1.

Sea AeM,(K) y supongamos que A tiene un renglon que consta solamente de
ceros, entonces det(A) = 0.

Ejemplo 4.

3 7-49
21 86
=0,
0 0 00O
51 -24

porque el tercer renglon consta solamente de ceros.
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Teorema 2.

Sea AeM,(K) y supongamos que el renglon i de A es igual a la suma de dos
vectores renglén, es decir, Ai = Bi + Ci. Entonces det(A) =det(B) + det(C), donde B

y C se obtienen a partir de A sustituyendo el renglon Ai por los renglones Bi y Ci,
respectivamente.

Demostracion. Haremos la demostracion por induccion sobre n. Sin =1,
entonces A, By C son escalares, y A = B + C, por lo que el resultado es
trivialmente cierto.

Supongamos el resultado cierto para algin entero positivo n. Sea A una matriz de
(n+1) x (n+1), y supongamos que Ai = Bi+Ci. Sean By C las matrices obtenidas a
partir de A sustituyendo el renglén Ai por los renglones Bi y Ci, respectivamente.

Sii=1, entonces B, =C, =A,, paratoda j>1, por lo tanto

det(B+C) =Y (1" (b, +,,) det(A, )
=3 0y det(A) D (1) ey det(A)

=Y (-)"by; det(B) +> (-1 Ic,; det(C,,)
= =1
— det(B) + det(C).
Sii>1, entonces, alj=bl1j=clj, para cada j>1, ademas el renglén i-1 de la

matriz A, es la suma del rengléni-1de B, ydel rengléni-1 de C;, porlo
tanto, por hipétesis de induccion

det(A,) = det(B; ) +det(C,).

Determinantes
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De ahi que

det(A) = 3 (-1, det(&,)

= (-1 a, (det(B,,) + det(C,,)
j=L
1+j

= > (1) cet(B,)+ YD) ¢, cet(C,)
_ det(B) + det(C).

Utilizaremos la notacion ek para denotar un renglén que tiene un uno en la
posicion ky ceros en las demds posiciones.

Lema 1.

Sea Be M, (K), donde n>2. Si el renglon i de B es igual a ek para algtin k,
entonces det(B) = (-1)'** det(B, ).

Demostracion. Haremos la demostracion por induccion sobre n. Sin = 2 el
resultado se puede verificar facilmente, analizando los casos posibles.
Supongamos que el resultado es cierto para algin n>2, y sea BeM,,(K), tal que

el renglén i de B es igual a ek.

Sii=1, el resultado se sigue inmediatamente de la definicién de determinante. Si
j>1, entonces el renglén i - 1 de la matriz B, es el vector

-

e, Sl J<Kk,
0 si j=Kk,
e, Sl J>k

"
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Por lo tanto, por hipétesis de induccion,

(D) D get(C,) si j<k,

det(Bij) (i+1)+k RF
(-1 det(C;) si j>k

donde, para cada j=k, Cij es la matriz de (n - 2) x (n - 2) obtenida a partir de B

eliminando los renglones 1 e i, y las columnas j y k. Ademads, por el corolario 1,
det(B;) =0. Por lo tanto,

det(B) = Zn: (-1)"'by, det(B,)
— Z (_1)1+j blj (_1)(1+j)+(k—1) det(Cij)

+2, (=1 by (=) det(cy )

>k

= (=)™ {Z (=1)"'b; det(C;) + > (-1)" by det(Cy)

j<k j>k

= (-1)™" det(B,,)

El siguiente teorema muestra que podemos calcular el determinante de una
matriz, por desarrollo por cofactores a lo largo de cualquier renglén.

Teorema 3.

Si AeM, (K), entonces para cada 1<i<n,

det(A) = Zn: (-1 a; det(A,).

Determinantes
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Demostracion.
Por definicion, el resultado es cierto parai=1.Seai> 1.

. Para cada 1< j<n, sea Bj la

Podemos escribir el renglén i de A como 3 age,

matriz obtenida a partir de A reemplazando el renglén i de A por ej . Entonces,
por los teoremas 1, 2, y el lema 1, tenemos que

det(A) = Zn:aij det(B;)

j=1

_ Zri: (-1)"*'a; det(A, ).

Ejemplo 5.

Sea
3 1-2
A=|0 2 1
1 3 0
Calculando det(A) por cofactores a lo largo del segundo renglén, obtenemos

1 0

3 1-2
3 -2 3
0 2 1=2 -
13
1 3 0

]1=2(2)—8=—4,

que coincide con el resultado obtenido en el ejemplo 3.
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Ejemplo 6

. Calcular el determinante de la matriz

A=

o o1 W

1 4
-1 6|
2 0

Solucion. Calculando el determinante a lo largo del tercer rengl6n, obtenemos:

g1 O W

1
5
-1

o o &
[l

534— 5)(-2) =10
5| J=(5)-2)=10

Veremos ahora algunos resultados que facilitan el calculo de determinantes.
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Teorema 4.

Sean ABeM,(K). Si B se obtiene a partir de A intercambiando dos renglones,
entonces det(B) = -det(A).

Demostracion.

Caso 1. Supongamos que los renglones que se intercambian son consecutivos.
Sean i e i+1 dichos renglones. Observemos que B, = A;, por lo que, calculando
el determinante de B a partir del renglén i + 1, obtenemos

det(B) = Z (_1)(i+1)+j a(i+1)j B(i+1)j

i=L
5 (+D)+ ] A
_ I+1)+]
= Z(_l) a(i+1)jA1j
i=L
n - B ~
— I+]
- _Z (_1) a(|+1)j'Aﬁj
i=1
— _det(A)
Caso 2. Supongamos que se intercambian los renglones iy k, con k > i+1.
VALY,
Observemos que se necesitan k - i intercambios de renglones consecutivos para
que el renglén k esté en la posicion i. En ese momento el renglén i estd en la
posicion i + 1, por lo que se necesitan k - (i + 1) intercambios de renglones
consecutivos para que el renglén i esté en la posicion j. Por lo tanto hay un total

de (k- i) + (k- (i+ 1)) = 2(k - i) - 1 intercambios de renglones consecutivos. De ahi
que

det(B) = (=1)2* ) det(A) = —det(A).

Determinantes
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Corolario 2.

Sea AeM, (K)). Si A tiene dos renglones iguales, entonces det(A) = 0.

Demostracion.

Supongamos que el renglon i es igual al renglén j. Sea B la matriz que se obtiene
a partir de A intercambiando esos renglones. Por lo tanto, por el teorema anterior,
det(B) = -det(A). Por otra parte, como los renglones que se intercambiaron son
idénticos, entonces B = A, y por lo tanto det(B) = det(A). De ahi que det(A) = -
det(A), lo cual implica que det(A) = 0.

Ejemplo 7.

6 215
41372
5347
41372

porque el tercer renglon es igual al primer renglon.

Corolario 3.

Sea AeM,(K). Si un renglon de A es igual a otro renglon multiplicado por un
escalar, entonces det(A) = 0.

Determinantes
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Demostracion.

Supongamos que el renglon j es igual al renglén i multiplicado por c. Sea B la
matriz que se obtiene a partir de A sustituyendo el renglén j por el renglén i. Por
lo tanto, por le corolario anterior, det(B) = 0. Por otra parte, por el teorema 1,
det(A) = c det(B), de ahi que det(A) = 0.

Ejemplo 8.

5017
4131
2371
8 26 2

porque el cuarto renglén es un multiplo escalar del segundo renglén.

Teorema 5.

Sean ABeM, (K). Si B se obtiene a partir de A anadiendo un mdultiplo de un
renglon de A a otro renglon, entonces det(B) = det(A).

Demostracion. Supongamos que B se obtiene a partir de A afadiendo al renglén j
el renglén i multiplicado por c. Sean A1, ...,An los renglones de A, y sean
B1,...,Bn los renglones de B. Sea C la matriz que se obtiene a partir de A
reemplazando el renglén Aj por el renglon cAi, y sean C1,...,Cn los renglones de
C. Por lo tanto A y C difieren de la matriz B Gnicamente en el renglén j. Ademds
Bj = Aj + Cj, de ahi que, por el teorema 2, det(B) =det(A)+det(C). Por otra parte,
por el corolario anterior, det(C) = 0, por lo tanto det(B) = det(A).

El siguiente teorema establece que si una matriz es triangular superior, entonces
su determinante es igual al producto de los elementos en la diagonal principal.

Determinantes
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Teorema 6.

Si AeM,(K) es triangular superior, entonces
det(A) =a,a,, &,

n*

Demostracion. Haremos la demostracion por induccion sobre n. Sin =1 el
resultado es trivialmente cierto. Supongamos ahora que el resultado es cierto para
alglin n>1, y sea A una matriz triangular superior de orden n+1. Calculando el
determinante por cofactores a lo largo del Gltimo renglén, obtenemos

det(A) = a(n+1)(n+1) det(&nﬂ)(nﬂ))'

Como A .., €5 una matriz triangular superior de orden n, se sigue de la hipétesis
de induccion que (A, .y,.0) = auay -, Y por lo tanto

det(A) = a113'22 o a'nn a'(n+1)(n+1) !

lo cual muestra que el resultado es cierto para cualquier entero positivo n.

Ejemplo 9.

=420 = 24

o P oo w

—2
4
5
3

o O O b~
O O N O

Veremos ahora un método para calcular determinantes, que reduce
sustancialmente el nimero de operaciones que se requieren al calcular
determinantes mediante desarrollo por cofactores. La idea basica es realizar
operaciones elementales en los renglones de la matriz, para transformarla en una
matriz triangular superior. El siguiente ejemplo ilustra el método.

Determinantes
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Ejemplo 10.

Calcular el determinante de la matriz

0 1 3
2 -4 8.
3 2 -1
Solucion.
0O 1 3 2 -4 8
2 -4 8/=—0 1 3
3 2-1 3 2-1
1 -2 4
=-20 1 3
3 2 -1
1 -2 4
=-20 1 3
0O 8-13
1 -2 4
=-210 1 3
0O 0 -37

= 2()()(-37) = 74.

Veremos a continuacién algunas propiedades adicionales del determinante. Pero

antes necesitamos dos lemas, cuya demostracion se deja al lector (ejercicios 5y
6).

Determinantes
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Lema 2.

Si EeM, (K) es una matriz elemental, entonces det(E)#0.

Lema 3.

Sean AEeM (K). SiE es una matriz elemental, entonces det(EA) = det(E) det(A).

Teorema 7.

Sea AeM, (K), entonces A es invertible si y solo si det(A)#0.

Demostracion. Supongamos que A es invertible. Por lo tanto existen matrices
elementales £1,...,Ek, tales que

E ---EA=I.
Aplicando k veces el lema anterior, tenemos que
det(E, )---det(E,) det(A) =det(l, ) =1.

Como el determinante de cada matriz elemental es distinto de cero (lema 2),
concluimos que det(A)=0.

Reciprocamente, supongamos que det(A) =0. Por el teorema ??, podemos expresar
Aen laforma A=F--FT, donde F1,..., Fk, son matrices elementales y T es

triangular superior. Si T tiene un renglén que consta solamente de ceros, entonces
det(T) = 0. Aplicando k veces el lema anterior, tenemos que

det(A) = det(F,)---det(F, ) det(T) =0,

Determinantes
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lo cual no es posible, porque el determinante de cada matriz elemental es distinto
de cero, y por hipétesis, det(A)=0. Por o tanto T es una matriz cuadrada, en forma
escalonada reducida, cuyos renglones no constan solamente de ceros, es decir, T

= In, y de ahi que, por el teorema ??, A es invertible.

Teorema 8.

Sean ABeM, (K), entonces det(AB) = det(A) det(B).

Demostracion.
Caso 1. Si det(A) = 0 y det(B) = 0, entonces por el teorema anterior, B no es

invertible, por lo tanto, por el teorema ¢¢, existe un vector columna x=0, tal que
Bx = 0. De ahi que,

(AB)x = A(Bx) = A0 = 0.

Por lo tanto AB no es invertible, por lo que, por el teorema anterior det(AB) =0. En
conclusion, det(AB) = 0 = det(A) det(B).

Caso 2. Si det(A) = 0 y det(B) =0, entonces A no es invertible, por lo tanto, por el
teorema ??, existe un vector columna x=0, tal que Ax = 0.

Por otra parte, por el teorema anterior, B es invertible. Sea y=B"x. Por lo tanto By
= x. Observemos ademads que y=0,y

(AB)y = A(By) = Ax = 0.

Por lo tanto AB no es invertible, y de ahi que det(AB) = 0 = det(A) det(B).

Determinantes
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Caso 3. Si det(A) =0, entonces A es invertible. Por lo tanto existen matrices
elementales £1,...,Ek, tales que E,---E,A=1,y de ahi que A=E*---E.. Por lo tanto,
aplicando repetidamente el lema 3, tenemos que

det(AB) = det(E;*--- E,'B)
= det(E;*--- E,") det(B)
= det(E;*--- E.") det(B)
— det(A) det(B)

Teorema 9.

Sea AeM (K). Si A es invertible, entonces

1
det(A)’

det(A™) =

Demostracion. Por el teorema anterior,
det(AA™) = det(A) det(A™).

Por otra parte,

det(AA™) = det(l ) =1.

Por lo que, det(A)det(A™)=1. Ahora bien, como A es invertible, se sigue del
teorema 7 que det(A)=0. Por lo tanto

det(A™) = detl( 5

El siguiente lema, cuya demostracién se deja al lector (ejercicio 7), nos servira
para probar que el determinante de una matriz coincide con el determinante de la
matriz transpuesta.
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Lema 4.

Si E es una matriz elemental, entonces det(E) = det(E").

Teorema 10.

Sea AeM, (K). Entonces det(A')det(A).

Demostracion.

Por el teorema ??, podemos expresar A en la forma A=F---FT, donde F1,..., Fk,
son matrices elementales y T es triangular superior.

Caso 1. Si T tiene un renglén que consta solamente de ceros, entonces det(T) = 0,
y por lo tanto det(A) = 0. Si A" fuera invertible, entonces (A')' = A también seria
invertible, lo cual no es posible, por lo tanto A' no es invertible, y de ahi que
det(A) = 0 = det(A) .

Caso 2. Si todos los renglones de T son distintos de cero, entonces T = In, por lo
tanto A=F,---F, de ahi que, por el lema anterior, y el teorema 8,
det(A') = det(F,") - det(F")

= det(F,)---det(F))

= det(F,)- - det(F,)

= det(A).

El siguiente corolario establece que podemos calcular el determinante de una
matriz, desarrollando por cofactores a lo largo de cualquier columna.

Determinantes
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Teorema 11.

Si AeM, (K), entonces para cada 1< j<n,
det(A) =" (-1)"/a; det(A,).
i=1

Demostracion.

Calculando det(A") por cofactores a lo largo del renglén j obtenemos:
det(A") =" (-1)'"'a’; det(A;)
i=1

_ i(—l)”j a; det(A,).

Como det(A) =det(A"), se sigue que det(A) =zi”=1(—1)‘*"aij det(A,).

En 1750 el matematico suizo Gabriel Cramer publicé el siguiente teorema.

Teorema 12 (Regla de Cramer).

Sea Ax = b la forma matricial de un sistema de n ecuaciones lineales con n
incognitas, donde x=(x,...x,)".

Si det(A) =0, el sistema tiene solucion Unica, y para cada k=1,..., n,

« _ det(M,)
“ det(A)

donde Mk es la matriz de n x n obtenida a partir de A reemplazando la columna k
de A por el vector b.

Determinantes
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Demostracion.

Si det(A) =0, entonces A es invertible, por lo tanto, por el teorema ¢¢, el sistema
tiene solucién Unica. Sea x=(x,...,x )" tal solucién.

Para cada 1<k<n, sea Bk la matriz obtenida a partir de /n reemplazando la
columna k por el vector x. Observemos que, para cada k, ABk es una matriz de n

x n. Ademds, si j=k, entonces la entrada ij de ABk es aij . Por otra parte, la
entrada ik de ABk es

&y Xy T Xy +o o+ X,
pero por hipétesis, este nimero es igual a bi. En conclusién, ABk = Mk.

Calculando det(Bk) por cofactores a lo largo del renglén k, obtenemos
det(Bk) = xk det(In-1) = xk.
Por lo tanto,

det(Mk) = det(ABk) = det(A) det(Bk) = det(A)xk,

De ahi que
det(M, )
Xk - —l
det(A)

Determinantes
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Ejemplo 11.

Utilizar la regla de Cramer para resolver el siguiente sistema de ecuaciones
lineales:

4x1 +2x2 =7
2x1 +3x2 =5

Solucion. La matriz del sistema es

A=C1§}

Como det(A) =16 =0, el sistema tiene solucién Gnica. Ademds, por la regla de

Cramer,

7 2

53 n B
"6 T8 ) T 16 8’

Determinantes
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Ejercicios

1. Calcula el determinante de la matriz

N B~ W

1 -2
2 -1|,
1 5

a partir de la definicién de determinante.

2. Calcula el determinante de la matriz

w N ol
N P ow
N ©

a partir de la definicion de determinante.

3. Encuentra el valor de

7 1 3-1

4 1-5 2

0 0 0 o

3 2 4 6

sin hacer calculos.
4. Encuentra el valor de

2 5 1 3

6 2 4 -3

3 2-1 4

9 6-3 12

sin hacer calculos.

Determinantes
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"

5. Calcula el determinante

o O o O
o O NN
ok o
A W g b

6. Calcula el determinante

O O O Ww
o NN O

-9
3
o
1

o O N~ O

7. Calcula el determinante de la matriz

2 3 5
-1 6 2 |,
5 7 4

reduciendo la matriz a la forma triangular superior.

8. Calcula el determinante de la matriz

N~ w
w w ©

reduciendo la matriz a la forma triangular superior.

Determinantes
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9.Sea AeM, (K) ysea i1eK.Demuestra que det(1A)=A"det(A).

Demuestra que det(/n) = 1.

Propiedades del determinante

1. Utiliza la regla de Cramer para resolver el sistema de ecuaciones lineales:
2x1 +3x2 =4
3xT +5x2 =8

2. Utiliza la regla de Cramer para resolver el sistema de ecuaciones lineales:
4x1-x2=3
51 +2x2 =1

3. Utiliza la regla de Cramer para resolver el sistema de ecuaciones lineales:
x1-2x2 +x3 =4
2xT +x2 +2x3 =1
X1 +8x2 +x3 =5

4. Utiliza la regla de Cramer para resolver el sistema de ecuaciones lineales:
2xT +x2 +x3 =1
4x1 + 3x2+2x3 =2
2x1 -x2-3x3 =3

5. Demuestra que si E< M, (K) es una matriz elemental, entonces det(E) #0.

6. Sean A EeM, (K). Demuestra que si £ es una matriz elemental, entonces
det(EA) = det(E) det(A) .

7. Demuestra que si £ es una matriz elemental, entonces det(E) = det(E").

Determinantes
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8. Muestra dos matrices A,BeM,(K), tales que det(A)=0 y det(B) =0, pero det(A +
B) = 0.

9. Una matriz A se dice que es antisimétrica, si A'=-A. Demuestra que si

AeM, (K) es antisimétrica, entonces det(A) = (-1)" det(A).

10. Demuestra que si Ae M, (K) es antisimétrica y n es impar, entonces det(A) = 0.

11. Una matriz A se dice que es ortogonal, si A es invertible y A™=A". Demuestra
que si A es ortogonal, entonces det(A) = +1.

12. Una matriz Ae M, (K) se dice que es idempotente, si A>=A.Si A es
idempotente, ;cudles son los posibles valores de det(A)?

13. El determinante de Vandermonde de n x n se define como:

1
al az e an
2 2 2
Vn = ai a2 an
n-1 n-1 n-1
al az . an

Demuestra que

Vn - ilj(aj _ai)'

j>i

Determinantes
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