Actividades y Lecturas complementarias Capitulo 4
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El médulo didactico de CalEst contempla una serie de escenarios para
el calculo de probabilidades (véase la figura 4.1E). La descripcién esta

referida con juegos de azar, sin embargo mediante elaboraciéon de prac-
ticas se pueden relacionar con problemas de la vida real. La coleccion
de unidades que contiene este modulo, tiene en cuenta el lanzamiento
de monedas, de dados con diferente nimero de caras, de una moneda
y un dado, arboles o ramificaciones, ruletas con diferentes divisiones,
ruletas con divisiones aleatorias, extraccion de canicas: con remplazo y
sin remplazo. Esto permite abordar con amplitud el contenido tematico
de un curso de probabilidad, en los niveles medio y superior.

Se proponen una serie de lecturas para complementar las actividades

de aprendizaje.

Actividades y Lecturas complementarias Capitulo 4

Ejemplos auxiliares de apoyo para el aprendizaje

En gran medida las actividades descritas para realizarse en este documento se basan en el uso
del Calculador Estadistico: CalEst. La informacion de éste aparece en la pagina.
http://www.calest.com/CalEst.aspx Vea la opcion Apoyo Didéctico para seguir lecciones de
probabilidad.

En referencia a situaciones cotidianas, los resultados de experimentos aleatorios de un fenémeno
o problemas son: registrar el sexo de un bebé al nacer, anotar la preferencia de un cliente por
la marca de un teléfono, registrar la opiniéon de una persona respecto a la pildora del dia
después, medir la concentracion de oxigeno en un rio contaminado, preguntar a una persona
si es partidaria o no de consumir un determinado producto, conocer el estado de salud de una
persona, el tiempo de vida de un tipo de lampara, el tiempo de vida de un virus, el nimero de
vehiculos que pasan por una caseta durante un intervalo de 15 minutos.

Lecturas complementarias

Se proponen algunas lecturas con la finalidad de motivar el aprendizaje de la probabilidad
y generar varias actividades para que realicen los estudiantes.

1. Dados y Datos: Comic hacia la estadistica con probabilidad 0.95 de serlo; Javier Cubrero;
http: /ibae.caib.es

2. Matemdticas . ....;Estds ahi? Episodio 2; Adrian Paenza; Siglo XXI Editores, 2006. Ver
capitulo 2

3. Claudi Alsina, Vitaminas matemdticas. Ed. Ariel, México, 2010. Sugerimos la lectura del
capitulo 3, éste describe una vision entretenida del mundo de los datos y el azar.



4. Arieh Ben-Naim. La Entropia Desvelada. Metatemas-Tusquets Editores México, 2011. Es
una descripcion de la segunda ley de la termodinamica, sin emplear tecnicismos. Sin duda
el libro cumple la misiéon de ampliar nuestro nivel cultural en los conceptos tratados en
este capitulo. Entre otros temas presenta un resumen de la probabilidad capitulo 3 con
aplicaciones. Como repaso es recomendable leer el capitulo 4 y 5.

5. Ian Stewart. ;Juega Dios a los Dados? booket ciencia (14). Espana , 2012. También, la
funcion es contribuir al nivel cultural sobre los temas estudiados. El libro proporciona una
vision interesante del mundo y de la ciencia. La primera edicion data de 1998, luego 1997.

Herramientas Ventana Ayuda

Ordena datos * jaciones Didactica
@'-’ Seleccionar datos aleatoriamente o
. Genera rimeros sleatorios
1% Genera ndmeros
£7 Operaciones

I Abrr datos (ejemplos)

&1 Técnicas de conteo

E Touiacs ] uegoscooroobadod _» g

- . Y

& 1 » Pruebas de hipdcesis myf Un dado
Control de calidad 4 ‘ Misiin & Marte

@8 Dos dados (Casino)

. Dadaos hexaedros, tetraedros y dodecaedros
= Moneda y dado

& Valados (dist. bnomial)

£4 Brboles (canicas)

€ ruetas (7

€y Rudetas ()

£, Ruido y filtros en imagenes

.'I? Bolsa de canicas

Figura4.1E Descripcion del modulo didactico de CalEst para el calculo de probabilidades.

Calculo de probabilidades lanzando dados con diferentes nimeros de caras

En la figura 4.2E se muestra una opcion para el calculo de probabilidades, en la que se tienen
tres dados. Con el signo mas (+) se consideran los dados que se lanzan. Asi por ejemplo en esa
figura se describe el lanzamiento de dos dados, uno de cuatro lados y otro de 12. Existen 48
posibilidades diferentes al lanzar estos dos dados, como se ve en la tabla Al.

Tabla A1 Suma al lanzar los dados de 4 y 12 caras.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

En la hoja se presenta el espacio muestra que indica la suma de los nimeros que marcan los

dados. En este caso se puede preguntar por la probabilidad de que la suma de los dados sea un
19
48"

Usando estos dados se pueden organizar varias practicas para el calculo de probabilidades.

niimero primo, es decir P(la suma sea un nimero primo) =
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Figura4.2E Lanzamiento de tres tipos de dados.

Nota: si se oprime el signo mas (+) con el botéon del mouse se activa un dado, mientras que
si se oprime el signo menos se quita el dado.

Ejemplo 1 usando CalEst

Se lanza de manera independiente dos dados, el primero de 4 caras y el
segundo de doce caras, en ambos casos se observa el niimero que cayo.

m ;Cudl es la probabilidad de que el primer dado muestre un nimero
par? P(nimero par)=2 = 1
= ;Cudl es la probabilidad de que el segundo muestre un niimero par?

P(nimero par)=2 = 1

12 7 2

» ;Cuél es la probabilidad de que la suma sea impar? P(nudmero im-

24 1
par)f4—8 =3.

Ejercicio 1 usando CalEst

1. Se lanza un dado de seis caras. Encuentre la probabilidad en cada uno
de los siguientes eventos: Evento A: cae un 3. Evento B: cae un niimero

menor que 5. Evento C: cae un niimero impar. Evento D: cae un niimero
primo.

2. Use el simulador de lanzamiento de dados en CalFEst, solo se pueden
lanzar de 100 en 100. Si se lanza un dado, cien veces, mil veces, cinco
mil veces escriba las frecuencias registradas y complete la tabla. ;Qué
puede concluir?



X 1 2 3 4 5 6

Frecuencia(100)

Frecuencia(1000)

Frecuencia(5000)

Ejercicio 2 usando CalEst

Considere el experimento de lanzar un par de dados, suponga que X es la
suma de los valores que marcan al caer. En la siguiente tabla se resumen
los resultados y las probabilidades relacionadas.

X 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
- L 2 3 4 5 6 3 4 3 2 L
P(X=z) 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36

1. Use la opcion de graficas en el programa y trace el diagrama de barras para estos valores.
Estime las probabilidades P(X > 11), P(b< X <T7)y P(X <2).

2. Considere los eventos E obtener una suma que sea un numero par y F obtener una suma
que sea un nimero primo. Hallar la probabilidad P(EU F) y P(EUF).

3. Use el simulador de lanzamientos de dados en CalFEst, s6lo se pueden lanzar de 100 en 100.
Si se lanza el par de dado, cien veces, mil veces, cinco mil veces, escriba las frecuencias
registradas y complete la tabla. ;Qué puede concluir?

X ‘1‘2‘3‘4‘5‘6‘7‘8‘9‘10‘11‘12

Frecuencia(100)

Frecuencia(1000)

Frecuencia(5000)




Ejercicio 3 usando CalEst

El juego craps consiste en lanzar dos dados. De acuerdo con el ejercicio
anterior, éste considera las reglas que a continuaciéon se describen.

1. Si se obtiene una suma de 7 u 11 en la primera tirada, gana. ;Cudl es
la probabilidad de ganar en la primera tirada?

2. Si se obtiene una suma de 2, 3 0 12 en la primera tirada se pierde el
juego. ;Cudl es la probabilidad de perder en la primera tirada?

3. Si se obtiene una suma de 4, 5, 6, 7, 8, 9 o 10 en la primera tirada,
ni se pierde ni se gana el juego. ;Cual es la probabilidad de que no se
pierda ni se gane en la primera tirada?

4. ;Cuél es la probabilidad de obtener una suma de 1 en cualquier tirada?

5. ;Cuél es la probabilidad de obtener una suma menor que 13 en cual-
quier tirada?

6. Si los dados se tiran 60 veces, estime cuantas veces se obtendra una
suma de 7.
Ejercicio 4 usando CalEst

Se lanzan dos dados y se calcula la diferencia entre los valores de mayor a
menor, este calculo se describe en la siguiente tabla:

X 0 1 2 3 4 5
_ 6 |10 | 8 | 6 | 4 | 2
P(X =x) 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36

= a) Use la opcion de graficas en el programa y trace el diagrama de barras para estos
valores. Estime las probabilidades P(X > 5), P(2< X <4)y P(X <1).

= b) Pedro y Pablo juegan a los dados y calculan la diferencia tal como se ha descrito.
Pedro gana si la diferencia es 0, 1, o 2. Pablo gana si la diferencia es 3, 4 0 5. ;Cuél es la
probabilidad de que Pedro gane? ;Cudl es la probabilidad de que Pablo gane?

Ejercicio 5 usando CalEst

Se lanzan de manera independiente dos dados, el primero de 4 caras y el
segundo de 6 caras; en ambos casos se observa el nimero que cayd. Complete
la siguiente tabla de tal manera que en el segundo renglon se calcule la
probabilidad de la suma de los valores que muestra cada dado.




= ;Cual es la probabilidad de que el primer dado muestre un namero par? P(ntmero par)=
= ;Cuaél es la probabilidad de que el segundo muestre un niimero impar? P(ntimero impar)=

= ; Cudl es la probabilidad de que la suma esté entre 4 y 87
Ejercicio 6 usando CalEst

Se lanzan de manera independiente dos dados, el primero de 6 caras y el se-
gundo de 12 caras; en ambos casos se observa el niimero que cay6. Complete
la siguiente tabla tal que en el segundo renglon se calcule la probabilidad
de la suma de los valores que muestra cada dado.
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= Sea FE el evento que el primer dado sea mayor que 3, calcule P(F).

Sea F' el evento que el segundo dado sea multiplo de 3, calcule P(F).

.,Cudl es la probabilidad de que la suma esté entre 4 y 127

..Cudl es la probabilidad de que la suma sea menor a 4 o mayor a 167

Ejemplo 2 usando CalEst: calculo de probabilidades lanzando un dado y una moneda

Una moneda (cara, sello) y un dado de seis caras son lanzados, figura 4.3E.
Encontrar la probabilidad de obtener una cara al lanzar la moneda y que el
dado caiga en seis. El espacio muestra es:

M ={cl,c2,¢3,c4,ch, 6, s1,s2, 53, s4, s5, s6)

Los eventos son A: salga cara y B: caiga un 6. La probabilidad de A es P(A) = 3,y P(B) = ;.
Los eventos son independientes, entonces:

1 1 1
P(AyB)=PA)P(B)=-e—-=—~(.
(Ay B) = PA)P(B) = S o< = = = 0.083
Asi la probabilidad de que al lanzar la moneda salga cara y al tirar el dado marque 6 es

aproximadamente 0.083.




& Moneda y dado =]

ﬁD

Figura 4.3E  Espacio muestra y calculo de probabilidades para una moneda y un dado.

Calculo de probabilidad con ruletas

A continuacién se presenta la posibilidad del célculo de probabilidades usando ruletas. En la
figura 4.4E se muestra la oportunidad de dividir dos ruletas con diferentes opciones, esto permite
crear varias practicas para obtener probabilidades con colores, niimeros y letras. En la figura
4.4E se crean situaciones similares, pero ademas la division de los circulos se puede generar
de manera aleatoria. En este caso se genera la frecuencia al girar las ruletas, lo que permite
estudiar la regularidad estadistica y asi estimar probabilidades en términos de la frecuencia.

Ejemplo 3 usando CalEst
= ;Cudl es la probabilidad de que ambas ruletas tengan el mismo color?

Se tiene que se repiten 4 colores de 16 resultados posibles, entonces
P(E: mismo color) = 1 = 0.25.

= ;Cudl es la probabilidad de que al menos una de las ruletas sea azul? En
el espacio muestra se cuenta el niimero de renglones que tienen al menos
un azul, de estos hay 7; asi P(F: al menos una es azul) = = = 0.4375.

= Considere los ntimeros y las letras en la primer y segunda ruleta
respectivamente, ahora se definen los eventos E como los nimeros:
E =1{1,2,3,4}, y el F como las letras: FF = {A, B,C, D}. ;Cuél es la
probabilidad de que al girar ambas ruletas la flecha marque un nimero
par y una consonante? R: rojo y A: amarillo corresponden a los niimeros
pares y R: rojo, V: verde y A: amarillo se asocian a las consonantes.

e De esa manerase tiene H = {(R, V), (A, A), (R, A), (A, R), (R, R),
(A, V)}, de manera equivalente el evento H

e se escribe por H = {(2,C), (4,D), (2,D), (4,B), (2,B), (4,C)}.
e Entonces la probabilidad es 0.375, o sea P(H) = 0.375.
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Figura4.4E El caso de dos ruletas con cuatro colores, también se puede considerar el caso de la combinacion de nUmeros y letras.

Ejercicio 7 usando CalEst

Use la opcion de ruletas, considere solo una de ellas y divida en nueve partes
iguales. Tome en cuenta los nimeros en cada color y sean los eventos, E:
obtener un nimero par, y G: obtener un nimero divisible entre 3; es decir:
E = {2,4,6,8}, G = {3,6,9}. Calcule las siguientes probabilidades: a)
P(EUG), b) P(E),c) P(ENG), d) P(Factor de 35), e) P(6 0 2).

Ejercicio 8 usando CalEst

Utilizar las ruletas de la opcién 1 con cuatro grupos cada una de ellas.
Supongase que se asignan los valores 3 al azul, 4 al rojo, 5 al verde, 6 al
amarillo. Se plantea construir una fraccion, para ello realice el siguiente

experimento: el valor que marque la flecha en la ruleta superior péngalo en
el numerador y el valor que marque la otra ruleta pongalo en el denominador
.,Cudl es la probabilidad de que la fraccién sea mayor que %?

Ejercicio 9 usando CalEst

Con las ruletas: un experimento consiste en girar la ruleta superior dividida
en cuatro grupos. Considere los nimeros 1, 2, 3 y 4, después gire la ruleta
de abajo dividida en 2 grupos, donde el azul o letra A vale 1 y el rojo o letra
B vale 2. ;Cudl es la probabilidad de que: a) el nimero en la ruleta superior

sea mayor que en la ruleta inferior, b) en ambas ruletas sea un nimero par,
y ¢) el resultado sea dos enteros consecutivos en cualquier orden?



Ejercicio 10 usando CalEst

En referencia a las dos ruletas, se divide cada una de ellas en 3 grupos y a
los colores se les asignan valores como se indica a continuacién: en la ruleta
de arriba los colores azul, verde y rojo valen 4, 8 y 6 respectivamente, de
manera equivalente en la ruleta de abajo los colores azul, verde y rojo valen
10, 3 y 5. Se plantea realizar un juego, éste consiste en que la ruleta que
tenga el niimero mayor gana. Si se desea ganar, ;qué ruleta escogeria? ;Por
qué?

Namero de ruletas No. de tiradas: RS W Linpiar todo Frecuencia

@1 @2 Total de tiradas: 120 lade fice. Pabsoluta  [@Relativa

HE B ©§

= c
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Figura 4.5E Ruletas con varias opciones para el calculo de probabilidades.

Ejercicio 11 usando CalEst

La figura 4.5E muestra la division de dos ruletas en forma aleatoria, luego
se giraron 120 veces cada una. Genere ésta en CalEst y vea la tabla de
frecuencias para contestar las preguntas que se indican a continuaciéon. Nota:

si decide definir los porcentajes, después de dar cada valor oprima la tecla
“enter”.

1. ;Cuél es la probabilidad que al girar ambas ruletas la flecha marque el color negro en la
primera y el color verde en la segunda?

2. ;Cudl es la probabilidad de que la primera ruleta no se detenga en el negro?

., Cudl es la probabilidad de que en la segunda ruleta no pare en el verde?

- W

..Cudl es la probabilidad de que en ambas ruletas la flecha marque azul?

5. {Cuél es la probabilidad de que en la primera ruleta se pare en amarillo o la segunda se
detenga en verde?

Considere los niimeros para la ruleta 1 y las letras para la ruleta 2. Nuevamente use la tabla
de frecuencia y calcule las siguientes probabilidades. a) P(1 | A). b) P(A|1).c¢) P(5] C). d)
P(B| D)
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Ejercicio 12 usando CalEst

Use esta segunda opcién de ruletas en el programa, seleccione en la primera
ruleta 2 grupos y en la segunda 3 grupos, en ambos casos idénticos.

1. Halle el espacio muestra para este experimento.

2. Calcule las siguientes probabilidades de que: a) La primera sea roja y la segunda amarilla.
b) La segunda no sea amarilla. ¢) La primera sea azul y la segunda no sea amarilla. d)
Ambas sean rojas.

3. Luego, en el niimero de tiradas vaya haciendo de cien en cien hasta completar quinientos, en
cada caso observe la tabla de frecuencias y utilice la tltima para estimar las probabilidades.
Estime la probabilidad, frecuencia de que: a) La primera sea roja y la segunda amarilla.
b) La segunda no sea amarilla. ¢) La primera sea azul y la segunda no sea amarilla. d)
Ambas sean rojas.

4. Compare sus resultados 2 y 3.

Ejercicio 13 usando CalEst

Con la segunda opcion de ruletas, dibuje las siguientes: la superior con tres
5 . 2 2
grupos, el azul con g, el rojo con 5 y el verde con £. La segunda ruleta con

6 . 5
dos grupos, el azul con 77 y el rojo con 3.

1. ;Cuél es la probabilidad de que al girar ambas ruletas la flecha se detenga en azul?
2. (En cual de ellas hay mayor posibilidad de que la flecha marque azul?
3. Gire varias veces la ruleta, digamos unas 600 veces, y vea la tabla de frecuencia. ;Qué

ruleta tiene mayor posibilidad de ganar con el azul?

Ejercicio 14 usando CalEst

Utilizando la segunda opcion de las ruletas simule la situacion de lanzar dos
dados, es decir, divida las ruletas en 6 partes iguales cada una. Luego gire
varias veces de cien en cien y vea las frecuencias generadas, compare estos

resultados con el lanzamiento de los datos. En este caso se pueden buscar
varias situaciones para generar célculo de probabilidades. Por ejemplo, la
probabilidad de que una de las ruletas sea roja y la otra azul, o una azul y
la otra roja, equivale a la probabilidad de que la suma de los dados sea tres.

Probabilidades usando ramificaciones

Se presenta una serie de ramificaciones para el calculo de probabilidades, en cada caso se aplica
la estimacion de probabilidades aplicando las definiciones tanto clasica como frecuentista (figura
4.6E). En esta figura se muestra una entrada con tres salidas, en la primera division la canica
tiene una probabilidad de continuar de %, este valor prevalece si va por la rama de la derecha,
por la izquierda se encuentra con otra ramificacion; de nuevo la probabilidad es %, entonces la
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probabilidad de salida por algunas de esas ramas 1 o 2 es: % X % = i. En la ilustraciéon de la

figura 4.23 se lanzaron 300 canicas, 79 salieron por la rama 1, 77 por la rama 2 y 144 por la

rama 3, asf: s = 0.2633(26.33 %), % = 0.2567(25.67 %) y ;gg = 0.48(48 %). Estos resultados

tienden al valor de la probabilidad cuando n es cada vez mas grande.

Al
BRI
|..r.1r.r.n i AT
‘ { © ILanzar canica
No. de veces: g :I
[’/ \\“ AT —
/\‘ 1 e e pib __ i
1 2 3
Mamere de ocurrencias (= K] 156
% de ocurrencias 2187 2633 52.00

Probabilidad (tedrica) 0.25 0.25 0.5

Figura4.6E  Opciones de calculo usando arboles o ramas.
Ejercicio 15 usando CalEst

1. Simule salidas por los 5 arboles diferentes y estime el porcentaje de
éstas al lanzar la canica 300, 1000, 2500, 5000 veces. ;Qué observa?

2. Calcule la probabilidad de salida en cada unos de los arboles.

Probabilidades mediante extracci6n de canicas

El calculo de probabilidades mediante la extracciéon de canicas, o bolas, es un problema clésico.
Bajo este sistema se genera una buena cantidad de ejemplos para ilustrar las reglas de probabi-
lidad y situaciones diferentes. Se ha simulado un mecanismo mediante el cual se pueden extraer
canicas con cuatro colores distintos, se consideran los casos de reemplazo y sin reemplazo. Un
numero de canicas se puede seleccionar en cuatro selecciones posibles, se puede ir de lo mas
sencillo a lo mas complejo. Una vez planteado un problema se realiza la extraccion de un nimero
establecido de canicas con reemplazo o sin reemplazo; de esa manera el usuario puede indicar
de qué color seran las canicas que extraerd. Segun el planteamiento, el usuario puede dar su
resultado y luego confirmarlo con la soluciéon que se proporciona en el programa de opciones
didacticas: bolsa de canicas. Antes de dar el resultado se puede consultar el espacio muestra
que se proporciona, de manera compacta, como una alternativa. En los siguientes ejemplos se
describen algunos casos posibles para usar las bolsas de canicas, figura 4.7E. Con canicas de
dos colores se puede simular el espacio muestra para los casos en que la variable aleatoria de
respuesta tiene dos valores: éxito y fracaso, o defecto y no defecto. Asi por ejemplo al lanzar dos
monedas tres veces se puede tener tres canicas amarillas y tres rojas, con el amarillo representar
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la cara en la moneda y con el rojo el sello. El niimero de extraccion son tres canicas y calcular
la probabilidad de que caiga al menos una cara es equivalente a observar al menos una canica
amarilla. Estas ideas se pueden llevar al plano de problemas reales.

Ejercicio 15E usando CalEst

Javier invit6 a tres amigos a jugar Wii. Cada uno de ellos llevaba una gorra,
al entrar se la quitaron y la pusieron en una silla. Cuando terminaron de
jugar, Javier les di6 una gorra, al azar, a cada uno de sus amigos. ;Cual

es la probabilidad de que los tres recibieron su gorra? Para resolver este
ejemplo se usard la bolsa de canicas que viene en el grupo Didactica del
programa. Ahi escogemos tres canicas como se muestra en la figura 4.7CE
a la izquierda para representar cada una de las gorras.

Sugerencia para usar esta opcion: aparece el nimero de canicas a extraer
sin reemplazo o con reemplazo. Por ejemplo, si selecciona extraer 3 canicas,
apareceran tres signos de interrogacion, esto le permite seleccionar una de
las posibles alternativas. Aparece la eleccion para que usted dé su respuesta
o para ver la probabilidad que se describe en el cuadro del resultado. La
opcion de espacio muestra, en este caso, indica todas las posibilidades de
seleccionar el nimero de canicas que se pueden sacar. Para el ejemplo de
las 3 canicas éste se describe a la derecha de la figura 4.7E, la extraccion se
hizo sin remplazo. Primero usted puede dar su respuesta de probabilidad y
luego compararla al aplicar la opcién Ver probabilidades, éstas se presentan
en el cuadro de resultados.

La probabilidad de que los tres amigos recibieron su gorra es 1 = 0.167.
Razonamiento: suponga que A: canica azul (gorra amigo 1), R: canica roja
(gorra amigo 2) y V: canica verde (gorra amigo 3). En la primera extraccion
cada una de las tres canicas tienen la misma posibilidad de salir, una vez

=]

seleccionada una de éstas en la segunda so6lo hay dos canicas; finalmente en
la tercera s6lo una se puede escoger, situacion que se describe en la figura
4.8E.

|4 Bolsa de canicas

MNimero de canicas
-

©F 3
°F 3
o

Resultade

0.14815

0.14815

0.07407

014815

07407

MNimero de canicas a sacar [#] ['#] @@
3 3 ® @

W Con remplazo [ ID.CI'MDT ‘ ‘ o

7% simular ©© Espacio muestra | %© Ver probabilidad £ Lim

0.07407

THTTTT
LRARRRRL

0.03704

Figura4.7E Bolsa de canicas y calculo de probabilidades izquierda, nimero de posibilidades derecha.
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W Espacio muestra

Numero de canicas e
1D_i‘ Surespuests  Resultado
o a Q00 [ [t
© h—' i‘ 000 0.16867
- 000 [ [
©f 3 80 000 [ [oew
r @00 [ [t
Nimero de canicas a sacar 00 000 ,— 016867
P4
I~ Con remplazo ] ]
1'5' Simular ;: Espacio muestra | %9 Ver probabilidad

Figura 4.7CE Bolsa de canicas para resolver el caso de las gorras.

R e— V % 3
A<

V e % 1

A o— % 1
R<

V — A 1 o

AR 4 o
v

R —— A 1 1

Figura4.8E ARV todos reciben su gorra (%), al menos uno tiene su gorra (%), o nadie tiene la gorra que traia (%).

Ejercicio 16 usando CalEst

Se tiene una bolsa con tres canicas de color: A: azul, R: rojo, V: verde.
Considere un experimento en dos etapas como sigue: se extrae una canica

de la bolsa y se registra el color. Después se repone la canica en la bolsa,
se hace una segunda extraccion y se registra su color. Haga un diagrama
de arbol para representar esta situacion, verifique sus resultados con los
presentados en el espacio muestra descrito en CalEst.

Determinar la probabilidad de que: a) ambas canicas sean rojas, b) ninguna
canica sea roja, c¢) al menos una canica sea roja, d) a lo sumo una canica
sea roja, e) ambas canicas sean del mismo color.
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Ejercicio 17 usando CalEst

Una bolsa contiene 5 canicas amarillas y 10 canicas rojas. Se extraen dos
canicas al azar, una después de otra sin remplazo. ;Cudles son los posibles
resultados de este experimento? ;Cudl es la probabilidad de que se extrai-
gan dos canicas amarillas? Puesto que las canicas se extraen al azar, todas
las canicas de la bolsa tienen la misma probabilidad de salir en cualquier

extraccion. Hay 15 canicas P(ler. canica amarilla) = 2, P(2da. canica

amarilla| lera. canica amarilla) = -

Solucioén

Usando la opcion Canicas en el programa, se tiene:
{(A,A),(A, R), (R, A),(R,R)}

P(A,A) = P(ler. canica amarilla) X P(2da. canica amarilla | ler.canica amarilla) =
5 4 1 2 2

— X — = =X - = —
15 14 3 7 21

; Cuéles son las probabilidades P(A, R), P(R, A); P(R,A) y P(R,R)?
; Cuéles son las probabilidades P(A, A), P(A, R); P(R,A) y P(R,R)?
Si la extraccion es con remplazo:

; Cuales son las probabilidades P(A, R), P(R, A); P(R,A) y P(R,R)?
; Cuéles son las probabilidades P(A, A), P(A, R); P(R,A) y P(R,R)?

Ejercicio 18 usando CalEst

A Suponga que tiene dos bolsas. La primera contiene 3 canicas azules, 2 canicas
rojas y 1 canica verde. La segunda bolsa contiene 4 canicas rojas, 2 canicas
Ecjaﬂllﬁﬁjtj verdes y ninguna azul. Ademés se tiene un dado de seis caras.
Haga el siguiente experimento: lance el dado, si éste cae 1 o 6 saque una
canica de la bolsa 1. En caso contrario saque una canica de la bolsa 2.
Complete las probabilidades en la siguiente tabla:

Color canica
Azul Roja Verde Suma
Bolsa 1 ? ? = 3
Bolsa 2 0 3 ?
Suma 3 ? ? 1

;Cuél es la probabilidad de que venga de la bolsa 1, si la canica es roja, es decir: P(bolsa
1| R)?

Encuentre las siguientes probabilidades condicionales: a) P(bolsa 2 | R), b) P(bolsa 1| A),
c¢) P(bolsa 2 |Azul), d) P(bolsa 2 | V).
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Ejercicio 19 usando CalEst

Una bolsa contiene 3 canicas rojas, 4 canicas azules y 5 canicas verdes.

1. ;Cudl es la probabilidad de sacar al azar una canica roja?

2. ;Cual es la probabilidad de sacar al azar una canica que no sea roja?

3. ;(Cual es la probabilidad de que la canica sacada al azar sea azul o
verde?

Ejercicio 20 usando CalEst

1. Considere el problema de extraer dos canicas al azar, sin remplazo,
de una bolsa que contiene dos canicas rojas y tres amarillas. Liste el

espacio muestra y los resultados de los siguientes tres eventos: A =
{ambas canicas son rojas}, B = {la primer canica es roja y la segunda
canica es amarilla} y C' = {una de la canicas es roja}. Encuentre la
probabilidad de cada uno de los eventos A, By C.

2. Suponga, una bolsa contiene 3 canicas rojas y 2 verdes. Se toman 3
canicas sacando una a una sin remplazo. ;Cuél es la probabilidad de
que las 3 sean rojas? Idea: defina los eventos A;. la primer canica es roja.
As. la segunda canica es roja y As. la tercer canica es roja. Entonces
calcule: P(A; N Ay N Ajz).

Ejercicio 21 usando CalEst

De una urna que contiene 6 pelotas blancas y 5 negras se toman dos pelo-
tas en forma aleatoria. ;Cudl es la probabilidad de que una de las pelotas
tomadas sea blanca y la otra negra?

6x5 | 5x6 _ _ 6x5 _ 30430 _ 6
% %10 = 0.2727 + 0.2727 = 0.5454 o 11%10 = 1‘{0 =11

Solucién

Hay 11 pelotas, si se saca una quedan 10; asi el nimero de posibilidades
diferentes de extraer una o dos bolas es: 11 x 10 = 110

Se puede generar una serie de problemas previos para que los estudiantes
puedan deducir estos resultados.

Principios béasicos de conteo

Existen varias técnicas para contar el nimero de las diferentes maneras en las que un evento
puede ocurrir. Una de ellas es el principio basico de conteo. Se puede usar este principio para
encontrar el nimero de las diferentes maneras en que dos o mas eventos pueden ocurrir. En
el grupo Herramientas de CalEst se presenta la opcion para realizar los calculos de estos
principios, como se muestra en la figura 4.9E.
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W Calculadora: Combinaciones, Permutaciones
Archive Edicion Estadistica Inferencia Graficas Regresidn Distribuciones | Herramientas Ventana Ayuda

DR n % BR® Eslodfstica] Infﬁmncial Gl&‘icas] Distribucion Ordena datos »
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[~ Repeticiones C
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Principio de multiplicacién
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1

—
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|
4] | ]

Figura4.9E Opciones para usar los principios basicos de conteo.

N

-

Principio basico de conteo

Se van a realizar 2 experimentos, de tal manera que el primero puede
tener cualquiera de n; resultados posibles. Si para cada uno de estos
ny resultados posibles hay para el segundo experimento ns resultados
posibles, entonces hay un total n; x ny resultados posibles en los 2
experimentos. Esta regla se puede extender para m experimentos, asi
hay un total de ny x ny X ... X n,, resultados posibles.

J




Ejemplo 5 usando CalEst

1. Un restaurante de comida rapida vende helados de tres marcas comer-
ciales diferentes (mcy, meg, mes), en dos tamanos de cono (pequenio y
grande) y cuatro sabores diferentes (chocolate, vainilla, fresa y limén)
.De cuantas maneras diferentes se puede comprar un helado?

Ny XNy XnN3=3X2x4=24

2. Las placas para que un automoévil pueda circular en un estado estan
compuestas por tres letras y cuatro niimeros, las cuales estan ordenadas
de la siguiente forma: la primera letra es fija, en la segunda posicion se
tienen seis letras y veintidos en la tercer letra. Si en el primer nimero
no puede ir el cero, ;cuantas placas se tienen?

1 x6x22x9x10x10 x 10 = 1188000

Nota: Esta es la presentacion que aparece en CalEst para aplicar las
técnicas de conteo. Cuando se llenan las casillas calcula todas las téc-
nicas, por lo tanto entonces se selecciona solo la que se tiene interés.
En la figura 4.10E se describe el calculo usando el principio basico de
conteo (principio de multiplicacion). Asimismo se ilustra el caso de las
placas y a la vez aparece el calculo del factorial, en este caso el de 7.

3. iDe cuantas maneras distintas se pueden ordenar las letras A, B, C7 Se
puede aplicar el principio basico de conteo para determinar el niimero
de las diferentes maneras en que n objetos se pueden acomodar en
orden. Asi:

ABC, ACB, BAC, BCA, CABy CBA

En este caso se dice que hay 6 posibles permutaciones para un conjun-
to de 3 objetos, aplicando el principio basico: el primer objeto de la
permutacion puede ser cualquiera de los 3, el segundo objeto puede ser
cualquiera de los 2 restantes y el tercer objeto es el que falta. De esa
manera existen 3 X 2 X 1 = permutaciones posibles. En general para n
objetos se tiene:

nx(n—1)x(n—-2)x..x2x1

Esta opcion se conoce como n factorial y se denota por nl.
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Principio de multiplicacion

FJ _Calcular
JJ@ [ I =1188000

Xi | 1

5040

oy =
-
e
I

=l EIEI =
[T=)

Figura 4.10E  Principio de multiplicacion para el ejemplo del nimero de placas.

Permutacion

Una importante aplicacion del principio de conteo es la determinacion del niimero de maneras
diferentes en que m objetos se pueden arreglar en orden o en permutaciones.

Una permutacion es un arreglo ordenado de objetos. El ntimero de diferentes permutaciones
de n objetos distintos es n!

Si se desea escoger algunos de los objetos en un grupo y ordenarlos, a ese ordenamiento se
le llama, permutacion de n objetos tomados k veces.

-

El ntiimero de permutaciones de n objetos distintos tomando n a la
vez es:

Permutacion de n objetos tomando % a la vez \

\donde k<n J
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Ejemplo 6 usando CalEst

1. Encontrar el nimero de maneras diferentes de formar un codigo de tres
digitos en el que ningtno se repite.

Para formar un codigo de tres digitos sin que ninguno de ellos se repita se
necesita seleccionar 3 digitos de un grupo de 10, asin = 10 y k = 3, se
sustituye en ,, Py.

10! 10!
Py=—— = =720
T a0 =3) 7!

2. De los 20 autos que compiten en una carrera de Formula 1. ;De cudntas maneras distintas
pueden finalizar primero, segundo y tercero?

Solucién

En este caso n = 20 y k = 3, ilustrado en la parte superior de la figura 4.11E.

20!
Py= —— — — 6840
2073720 = 3)!

Combinaciones

A continuacién se presenta otra técnica en el conteo, cuya caracteristica es que no considera el
orden de seleccion.

/ Combinacion de n objetos tomando % a la vez \

Una combinacién es una seleccion de k objetos de un grupo de n
objetos sin considerar el orden y se denota por ,Ck. El ntimero de
combinaciones de k£ objetos seleccionados de un grupo de n es

n!

nCr = (n — k)I&!

o bien

L
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Combinaciones y permutaciones

B

KB

n!
kl =

™ Repeticiones C ’7
F)

1140

@ Calc ular

Combinaciones y permutaciones
nf n! =l
kB k!l =
I~ Repeticiones C ’7
e

o

................................ -

| B calcular P

Figura4.11E Calculos para la permutacion y combinacion.

Ejemplo 7 usando CalEst

Se desea comprar 3 CDs de una seleccion de 5 para fijar ideas denote los
CDs por A, B, C, Dy E.

24 Solucion

ABC, ABD, ABE
ACD, ACE
ADE
BCD, BCE
BDE
CDE
Observe que es lo mismo seleccionar ABC que BAC, asi en los demaés casos.
El calculo se muestra en la parte inferior de la figura 4.10E.
5!

C3= ———— =10
" (5 —3)13!

Aplicaciones del principio de Conteos

Ejemplo 8 usando CalEst

Encontrar la probabilidad de que sea n seleccionado 5 diamantes en un juego
de cartas en una partida de poker. El espacio muestra es 55C5 y el evento
es 13C5, entonces la probabilidad de un diamante es:

1305 1285
»Cs 2 598 960

P(diamante) =
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Ejemplo 9 usando CalEst

A Un subdirector de una escuela ha recibido una lista de 12 alumnos distin-
guidos por su buen rendimiento escolar. Tiene que seleccionar 4 estudiantes
CaIeSt para formar un comité de representacion. La lista estd compuesta por 5

Estadistica | Probabilidad

mujeres y 7 hombres.

1. ;De cuantas maneras se pueden seleccionar 4 estudiantes de la lista de
127

2. ;Cuantas posibles selecciones incluyen 1 hombre y 3 mujeres?

3. Si el proceso de seleccion es aleatoria. ;Cudl es la probabilidad de que
1 hombre y 3 mujeres sean seleccionados?

Solucién

1. El nimero de maneras en que 4 estudiantes se pueden seleccionar de la lista de 12 es:

12\ 12! 405
4) 48
2. Un hombre se puede escoger en (I) = 7 maneras y 3 mujeres se pueden escoger en (g) = 10.

Cada uno de los 7 hombres puede acompanar a cada una de las 10 seleccionadas de 3
mujeres. Razonando por la regla de conteo m X n, se concluye que el niimero posible de

(=) -ru-r

3. Suponga que las 495 maneras posibles son igualmente probables. De estos 70 son casos
favorables para el evento A = {1 estudiante es hombre y 3 son mujeres}, asi:

muestras es:



