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1. RESPUESTAS DE EJERCICIOS UNIDAD 04

A continuacién se presentan las respuestas a los ejercicios planteados en la Unidad
4 del libro Cinematica y Dinamica de Robots Manipuladores.

Es importante tomar en cuenta que las respuestas propuestas son una posibilidad,
aunque pueden existir otros métodos de solucion y respuestas que pueden seguir siendo
validas.

Ejercicio 1 Considerando las velocidades lineal y angular, ;cudl es una posible aplicacion
que se le puede dar al Jacobiano?.

Solucion 1 La planificacion de una trayectoria que se desea que siga el robot manipula-
dor, donde no sélo se especifique la posicion u orientacion del efector final, sino también
las velocidades del mismo, dependiendo de la tarea que se desee realizar.

Ejercicio 2 Indique qué es un cuerpo rigido.

Solucién 2 Dado un cuerpo definido por el conjunto de puntos C' C R3, se dice que es
un cuerpo rigido si para todo {A, B} € C' se cumple la siguiente expresion:

|lrg (1) —ra(t)] = constante

donde r 4 (t) es el vector de posicion para el punto A y rp(t) es el vector de posicion de
B.

Ejercicio 3 ;Qué es lo que indica o representa el Teorema de Fuler?.

Soluciéon 3 Dado un cuerpo que se encuentra rotando con respecto a un eje, una posible
interpretacion del Teorema de Fuler es que todo movimiento angular induce una velocidad
lineal en cualquier punto del cuerpo que no se encuentre ubicado sobre el eje de rotacion.

Ejercicio 4 Dados dos sistemas de referencia {A} y {B} con diferente origen y orien-
tacion, si se representa un punto en movimiento en un sistema de referencia y se quiere
determinar su velocidad lineal, dicha expresion se escribe de modo general como:

A

v =608 + RpvE +wp x ot

donde o4 representa el origen del sistema de referencia {BY} con respecto al sistema de
referencia {A}, wi la velocidad angular de {BY} con respecto a {A}, vE la velocidad del
punto p en {B} y v la posicién de p expresada en {A}. Indique de modo detallado la

interpretacion de cada uno de los términos que componen a la velocidad lineal v2.

Solucién 4 La interpretacion de los términos es la siguiente:



1. El término 64 indica la velocidad del origen de {B} con respecto a {A}.

2. El término RAvE indica la velocidad de un punto del cuerpo en rotacién visto desde

{B}, pero referenciado con respecto a {A}.
3. El término wa x v indica la velocidad lineal inducida por el movimiento rotacional

del cuerpo en rotacion.
Ejercicio 5 Ezplique en qué consiste el método de propagacion de velocidades.

Solucion 5 Consiste en determinar las velocidades del robot en cualquier punto hasta el
efector final, donde se parte desde la base del manipulador y a partir de dichas velocidades
se calcula el conjunto de velocidades lineal y angular del siguiente sistema de referencia,
propagando el efecto de las mismas hasta llegar al efector final.

Ejercicio 6 ;Qué son las singularidades en un robot manipulador y como pueden deter-
minarse a partir del Jacobiano?.

Solucién 6 Consisten en configuraciones del robot manipulador en las cuales se pierden
grados de libertad. Se pueden obtener hallando los valores de las variables de las articula-
ciones en las cuales el Jacobiano pierde rango.

Ejercicio 7 ;Cudles son los tipos de singularidades que puede poseer un robot manipula-
dor y cudl es el significado de cada una?.

Soluciéon 7 De modo general se tienen las siguientes singularidades:

1. Singularidades en el espacio de trabajo: configuraciones dentro del espacio de trabajo
donde el robot pierde grados de libertad.

2. Singularidades en la frontera del espacio de trabajo: configuraciones en las cuales el
robot se encuentra completamente extendido o retraido, por lo que pierde nuevamente
grados de libertad.

Ejercicio 8 Sea S una matriz antisimétrica. Demostrar por cdlculo directo la ecuacion:
S (ax+ fy) = aS (x) + 55 (y)

Solucion 8 Sean:

0 —s, sy a d
S = S, 0 —s, |,x= b |.,y= e
—Sy Sy 0 c f



entonces:

a d
S(ax+ By) = S(a(b)+ﬁ(e))
c f
(oza—l—ﬁd)
= S| ab+ pe
ac+ Bf

0 — (ac+ Bf) ab+ Pe
= ac+ Bf 0 — (a4 5d)
—(ab+Be)  aa+ pd 0

maientras que:

0 —c b 0 —f e
alS(x)+pS(y) = a( c 0 —a)—l—ﬁ(f 0 —d)

—b a 0 —e d 0
0 —(ac+Bf)  ab+ Pe
= ac+ Bf 0 — (aa + fd)
—(ab+ fe)  aa+ pd 0

(ab+ Pe) aa+ pd 0

por lo que la ecuacion queda demostrada.

0 —(ac+Bf) ab+ e
ac+ Bf 0 — (aa + Bd)

Ejercicio 9 Demostrar por cdlculo directo que:

dRy ¢ dR,p
de de

Solucién 9 Primero se tiene:

Coy 0 So d
Ryp=| 0 1 0 |, 5Ry=

= 5 (j) Ry, = 5 (k) Rap

—Sp 0 Cy
0O 0 O
—Cp 0 —Sp
maientras que:
0 O
S () Rye = 0 0
0

Por otra parte, dadas:

Cp —Sp 0
Rzﬂ = S Cp 0
1



se obtiene:

0O -1 0 Cop —Sp 0 —Sp —Cq 0
S (k) RZ’Q = 1 0 0 S Coy 0 = Co —Sp 0
0 0 O 0 0 1 0 0 0

por lo que las ecuaciones quedan demostradas.

Ejercicio 10 Sea el robot manipulador de la fig. 1. Considérense de modo fijo los sistemas
de referencia de la base {0} y el sistema de referencia en el efector final {e}. Emplear el
método de propagacion de velocidades para obtener:

Figura 1: Robot manipulador para ejercicio 10.

Solucion 10 De modo inicial se determina la cinemdtica directa del manipulador, por lo
que se realiza la asignacion de sistemas de referencia mostrada en la Fig. 2.



Figura 2: Asignacién de sistemas de referencia.

Con la asignacion anterior se obtiene la tabla 4-41 de pardmetros del manipulador.

Liloi [ [ di |6 ]
L]0 Jo [di]-9%]
[2] 9]0 [Lz]6: |
[3] 9]0 [ds]lo ]
[ello JO [L]9% ]

Tabla 4-41. Pardmetros cinemdticos del manipulador

Empleando los parametros cinemdticos del manipulador se obtienen las siguientes matrices

de transformacion:

0 1 0 O C2  —S2
-1 0 0 0 0 0
0 __ 1 _
Tl - 0 0 1 dl ’TQ N —S89 —Co
0 00 1 0 0
1 0 0 0 0 -1
0 0 1 d 1 0
2 _ 3 3 _
I3 = 0 -1 0 0 = 0 0
0 0 0 1 0 0

o = O O

OO = O



y con estas matrices se obtienen las siguientes matrices de transformacion compuestas:

0 0 1 Ly
—Co So 0 0

0 _ 0l
T2 o Tl T2 N —S9 —Co 0 d1
0 0 0 1
0 -1 0 Lo
0 02 —c2 0 52 d3so
I T2T —S9 0 —Co dl — ngg
0 0 0 1
-1 0 O Lo
0 ¢ s d3So + Les
Te() — T30T63 — 2 2 392 2

0 Sog —Co d1 - ngg — CgLe
0 0 O 1

Ahora se aplicard el método de propagacion de velocidades considerando que w) = v) =

0. De esta manera, debido a que la primera articulacion es prismdtica se emplean las
siguientes formulas:

2+1 i+1 z
Wiy = R X
i+l _ pitlyi i+1 i+1
y con 1 =0 se obtiene:
Wl = Rl = 0
0
1 1,0 1,0, .0 i1
dy
Para la sequnda articulacion rotacional se emplean las formulas:
i+1 i+1, ] i+1
4 1Wz+1 _1Ri W +19i+1zi+1
1+ t+1 4 i+ 7 %
Vi =R Vi+R; (Wz‘ X 1"z’+1)

y con 1 =1 se obtiene:

0
lel —|—92Z2 0
s
vy = Rivi+ R} (w; xr3)
ca 0 —s9 0 —dy 59
= =52 0 —c 0 | =| —dicy
0 1 0 d; 0

Luego, para la tercera articulacion prismdatica se emplean nuevamente las formulas:
2+1 i+1 z
7,+1 - R
i+1 i+1 .4 i+1 i+1
vl = R v+ R; (w ><r2+1)+d,+1zz+1
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y con 1 = 2 se obtiene:

10 0 0 0
wi=Rowi=1|00 -1 0 | =1 -6,
01 0 05 0
vi = Rivi+R; (ngrg)jtdgzg
10 0 —dy 5 10 0 0
= 00 —1 —dycs |+ 0 0 —1 0 | x
01 0 0 01 O 0o
_dys, 10 0 0 —6, 0 0
= 0 +1 00 —1 o 0 0 ds | +
—dlcg 0 1 0 0 0 0 0
—dlsz 1 0 0 _92d3 0
= 0 +1 00 —1 0 +1 0
—dlCQ 0 1 0 0 d3
—d182 —égdg 0 _d152 - é2d3
o O R e R N
—dlCQ 0 d3 —dlCQ + dg
Finalmente para el efector final se emplean nuevamente las formulas:
wiii = R w]

i+1

Vit1

y con 1 = 3 se obtiene:

_ pitlei i+1 (i i j

0 10
wi=Rwi=| -1 0 0
0 01
v¢é = Rive+ RS (u)g’ X rz’)
0 10 —dlsg - 92d3
= -1 0 0 ' 0 ‘
0 0 1 —dlcg + d3
0 0 10
= d1§2 + 92(?3 + -1 0 0
—dlCQ + dg 0 0 1
0 0 10
= d1<5:2 + 92(?3 + -1 0 0
—dlCQ + dg 0 0 1
. O . 0
= d182 + 92d3 + L692 ==

—Czlcg + ng

0.
_92 —
0
0 10
+1 -1 0 0
0 0 1
0 0 —bs
Q 0 0
6y 0 O
—L.0,
0
0
. .0 .
d182 —|—'¢92d3 +‘ Leeg
—dlcg‘l'dg

i+1
i+1

S o o

3]



Ahora se determinan v® y w0:

-1 0 0 0 '
VS = Rgv: = 0 Co S9 d1$2 —l-'egdg +‘ Leeg
0 S22 —C2 _dlcQ + dg
0

— Co d182 + égdg + L692 + So —dlcg + dg
S9 d1$2 + égdg + Leég — Co —dlcg + dg

0
= ] 920?d3 + L692c? + ng?
dl + 9282613 + L69282 — d302

-1 0 0 —b, 0,
W=Rwi=| 0 c s 0 =| 0
0 S9  —Co 0 0

Las velocidades anteriores pueden factorizarse de la siguiente manera:

—0s 0 -1 0 dy
w=[ 0 |]=10 0 o0 b
0 0 0 0 ds
. . 0 .
V: = d1$2 +'92d3 +' Leeg
—dlcg + dg
0 0 0\ /d
= S92 d3 + Le 0 92
—C2 0 1 dg
0, 010 d
W= o0 =000 0,
0 000 ds
. O. .
Vg = 9202d3 + Leﬁgcg + d382
dl + 9282613 + L69282 — d302
0 0 0 di
= 0 Cy (dg + Le) S92 9,2
1 sy (dg + Le) —Cy d3




De esta manera, los jacobianos buscados son:

0 0 0 0 0 0
So dg -+ Le 0 0 Co (dg + Le) S9o
e | —C 0 1 o_ | 1 sa(ds+Le) —c
o= 0 —1 0 e = 0 1 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

Ejercicio 11 En el ejercicio 10 aplicar la formula de cambio de sistema de referencia del
Jacobiano para determinar JO a partir de JE.

Soluciéon 11 Se tiene que:

RO 0\ .,
Jg = ( 0e RO)']e

-1 0 O 0 0 O 0 0 0
0 Co S9 0 0 0 S9 dg + Le 0
_ 0 s9 —co 0 0 O —Cy 0 1
N 0o 0 0 -1 0 O 0 -1 0
0 0 O 0 co 59 0 0 0
0 0 O 0 s9 —co 0 0 0
0 0 0
0 (&) (dg + Le) So
. 1 S9 (dg + Le) —Co
B 0 1 0
0 0 0
0 0 0

Ejercicio 12 FEn el ejercicio 10 emplear el Jacobiano para determinar las configuraciones
singulares del manipulador.

Solucién 12 Los jacobianos del manipulador son:

0 0 0 0 0 0
So dg + Le 0 0 Cy (dg + Le) S9
e —Co 0 1 0 __ 1 S9 (dg + Le) —C2
o= 0 —1 0 e = 0 1 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

Se observa que la tercera columna de JS se puede obtener a partir de la primera columna,
siempre que co = —1. Por lo tanto, se concluye que en 0y = wrad el Jacobiano pierde
rango y el robot se encuentra en una configuracion singular.



Ejercicio 13 Sea el robot manipulador mostrado en la fig. 3, donde se muestra de modo
explicito la ubicacion de los sistemas de referencia de la base {0} y en el efector final {e}.
Empleando el método del Jacobiano bdsico, determinar:

1.0
9. J0

Figura 3: Robot manipulador para ejercicio 13.

Solucion 13 Para este manipulador se considera el andlisis cinemdtico descrito por la
Figura 4 y la Tabla 4-42.

Li o [ [ di |6 ]
[1]0 JO [di] %]
[2] 9]0 [Ls]6: |
[3] 9]0 [dsfO ]
[4]—%]0 Jo |6 |
[ello JL [o [|[-%]

Tabla 4-42. Pardmetros cinemdticos del manipulador

Empleando los datos anteriores se obtienen las siguientes matrices de transformacion del
manipulador:

0 1.0 O cg —s2 0 0 1 0 0 0

-1 0 0 O 0 0 1 L 0 0 1 d

0_ 1_ 2 2 _ 3
= 0 01 d Iz = —s9 —c3 0 0 3= 0 -1 0 O
0 00 1 0 0 0 1 0 0 0 1

10



Figura 4: Asignacién de sistemas de referencia.

Cyq —S84 0 0 0 10 Le
0 0 10 -1 0 0 0

3 _ 4 _
T4 o —S4 —C4 0 0 ,Te o 0 01 0
0 0 01 0 00 1

y a partir de las matrices de transformacion anteriores se obtien las siguientes matrices
compuestas:

0 0 1 Lo
o_qopl _ | —C2 s2 0 0
T2 - Tl T2 o —S9 —Cy 0 dl
0 0 0 1
0O -1 O Lo
0 _ 02 _ —cg 0 52 Sad3
T3 - T2 T3 o —S9 0 —Co dl — ngg
0 0 0 1
0 0 —1 Lo
0 o3 | —CaCa — 8284 €284 — Sacq 0 Sods
T4 N T3 T4 - CoS84 — S9C4 CoCyq + S284 0 dl — ngg
0 0 0 1
0 0 —1 Lo
70 — o4 _ S9C4 — €284  —CaCq — S254 0 Sods — Lecacy — LeSosy
¢ 47e —C9Cq — S954 CoS4 — S9Cy 0 dl - ngg + L602$4 — L68264
0 0 0 1

11



Ahora, considerando el andlisis del Jacobiano bdsico, y las variables de las articulaciones
a=(q1,q2, @3, )" = (dy,0,ds3,0,)", con T? se tiene el vector:

Ly
0
Xp4 = 82d3
dy — cads

y de la cinemdtica directa se tienen los vectores z siguientes:

0 1 0 -1
=0 |,z5= 0 |,z3= 59 7y = 0
1 0 —C9 0

por lo que:

ox9,  ox8,  9xD,  ox),
Jg = dq1 dq2 dqs  Oqa
0 2z 0 =z

0 0 0 0

0 02d3 S9 0

. 1 $2d3 —Ca 0

a 0 1 0 -1

0 O 0 0

0 0 0 0

mientras que empleando T se obtiene:
Ly

Xge = Sgdg — LeCQC4 — Le$284

dl — 02d3 + L50284 — L58204

por lo tanto:

8x2\,i 8xg\,i 6x26 6x26
J) = dq1  Oq2 g3 Oqa
0 =z 0 z

0 0 0 0
0 ngg + L68204 - L60284 S9 L60284 — L68204
1 82d3 — L58284 — LECQC4 —C9 LECQC4 + L58284

0 1 0 —1
0 0 0 0
0 0 0 0

Ejercicio 14 Para el ejercicio 10 emplee el método directo del calculo del Jacobiano para
calcular:

100

12



2. J0

Solucion 14 Para este manipulador se tienen las siguientes matrices de transformacion:

0 10 O 0 0 1 L 0O -1 0 Ly
-1 0 0 O —c3 S 0 0 —co 0 s dss
0 _ 0 __ 2 2 0 __ 2 2 392
Tl - 0 01 d ’T2 - —S9 —Cy 0 dl ,T3 - —S89 0 —C9 dl - ngg
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1
-1 0 O Lo
70 = 7073 = 0 ¢ s d3sa + LeSo

0 Sog —Cy d1 - ngg — CgLe
0 0 O 1

con lo que se obtienen los siguientes datos:

0 1 0 Ly Ly
2= 0 |,z25=|0 ,zg = S92 ,xgg = d3So X0 = d3ss + Lo
1 0 —Ca d1 - ngg d1 — ngg — CgLe

por lo que considerando q = (q1, g2, q3)T = (dy, 0, dg)T, los Jacobianos buscados son:

0 0 0
0 cod
BXSS axgg 8x23 1 22 d3 _82
Jg = 9q1 g2 g3 - 243 C2
0 z) 0 0 1 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 cods+ Leca 59
ox9,  ox9,  oxY, U sodat Lsy —c
JO = o 0g2 dqs — 203 eS2 2
‘ 0 zJ 0 0 1 0
0 0 0
0 0 0

Ejercicio 15 Sea el robot manipulador mostrado en la fig. 5, donde se muestra de modo
explicito la ubicacion de los sistemas de referencia de la base {0} y en el efector final {e}.
Empleando el método del Jacobiano basico, determinar:

10
2, J0

13



,

\

Figura 5: Robot manipulador para ejercicio 15.

Figura 6: Asignacion de sistemas de referencia.

Solucion 15 Para este manipulador se considera la asignacion de sistemas de referencia
mostrada en la Fig. 6 y los pardmetros cinemdticos del mismo mostrados en la Tabla 4-43.

14



Liflais[as]di 6 |
L]0 o Jo & ]
(210 [0 [do]m |
[3]]90 [ Ls [lds 0]
[ello o [Z.Jo |

Tabla 4-43. Tabla de parametros cinemdticos

De esta manera se obtienen las siguientes matrices de transformacion del manipulador:

T —851 0 0 —C S1 0 O 0 C1
0 S1 C1 0 0 0 __ —S1 —C 0 O 0 __ 0 S1
h 0O 0 10 12 = 0 0 1 d I3 = 1 0
0 0 01 0 0 0 1 0 0
0 it —851 —LgCl L eS1 — 81d3
TO _ 0 S1 C1 —LgSl + L eC1 + Cldg
€ 1 0 0
0 0 0
De los datos anterores se obtienen los siguientes elementos:
0 0 —S1
2= 0 |,z2=[0|,2z= )
1 1 0
—LgCl — Sldg —LgCl — Lesl — Sldg
Xps= | —Lssi+cds |, x), = | —Lssy + Leci + c1ds
dg d2
por lo que, considerando las variables articulares q = (ql,q2,q3)T =
Jacobianos buscados son:
LgSl — Cldg 0 —381
—L3cy — s1ds 0
Bxgg 8x23 8x23 3610 o1ds 1 Col
0 _ _
Jg = 3Zq?1 382 363 = 0 0 0
0 0 O
1 0 O
L381 — Lecl — Cldg 0 —381
—L301 - L681 - 81d3 0 C1
ox9,  ox3,  oxY, 0 1 0
Jg = Oq1 0q2 Oqs =
Al 0 0 0 0 O
0 0 0
1 0 0

15

—L3cy — s1d3
—L381 + Cldg
do
1

(61, dy, ds)", los



Ejercicio 16 Sea el robot manipulador mostrado en la fig. 7. Agregando un sistema de
referencia {e} en el efector final y empleando el método del Jacobiano bdsico, determinar:

10
9, J0

Figura 7: Robot manipulador para ejercicio 16.

Soluciéon 16 Primero se realiza la asignacion de sistemas de referencia mostrada en la
Fig. 8 y se obtienen los pardmetros cinemdticos del manipulador mostrados en la Tabla

444

i Jai [ais]di[[6 |
[2]0 Jo [d&]o |
[2]90 [0 [da]90]
[3]90 0 [ds]90]
[ello [Z Jo Jo |

Tabla 4-44. Parametros cinemdticos del manipulador

A partir de los datos anteriores se obtienen las matrices de transformacion del manipu-
lador como se indica a continuacion:

100 0 0 -1 0 0 0 0 1 d
o o100 o o 0o -1 -4 o | -1 0 0 —dy
E=loo1a |'25[1 0 0 a |'57] 0 10 4
000 1 00 0 1 0 0 0 1

0 0 1  ds

A 1 0 0 —dy— L,

fe =11 0 -1 0 4

0 0 0 1



Figura 8: Asignacion de sistemas de referencia.

Entonces se obtienen los siguientes datos:

d3 d3
Xg3 = —dg ,Xge = —dg — Le
dl dl

por lo que considerando las variables articulares q = (q1, g2, qg)T = (dy, da, dg)T, los Jaco-
bianos buscados son:

0 0 1

o o 0 -1 0

Xy Oy O 1 0 0

0 — d d B} =

I3 (81 0 83> 0 0 0
0 0 0

0 0 0

0 0 1

o oo o 0 —1 0
(B FT)| 0
0 0 0

0 0 0

17



Ejercicio 17 Sea el robot manipulador mostrado en la fig. 9. Empleando el método del
Jacobiano bdsico, determinar:

1.0
9. J0

Figura 9: Robot manipulador para ejercicio 17.

Solucion 17 La asignacion de sistemas de referencia y los pardmetros cinemdticos del
manipulador se muestran en la Fig. 10 y la Tabla 4-45, respectivamente.

Li lois[a [ di [0 ]
[ 10 Jo L [[6]
[2]0 [[L: [ Le]b:]
[3]9 [0 Jo [&]
[4]9% [0 Jdi O]
[ello [0 [Z Jo |

Tabla 4-45. Pardmetros cinemdticos del manipulador

De esta manera se obtienen las matrices de transformacion del manipulador como se
indica a continuacion:

CcT —$851 0 0 Cl2 —S12 0 LQCl
o_| st a 0 0 70 _ | s12 cr2 0  Las;
1 0 0 1 Ly |2 0 0 1 Ly+ Ly,
0O 0 0 1 0 0 O 1

18



Figura 10: Asignacién de sistemas de referencia.

C12€3 —C1283  Si12 Laycy Ci2€3  S12 —Ci1283  Loci + ci283dy
TB? _ S$12€3  —S1283 —C12 Lysy ,Tf _ S12¢3 —Ci2  —S1253  Losy + 51283dy
S3 C3 0 L1 + L2a S3 0 C3 L1 -+ Lga - 63d4
0 0 0 1 0 0 0 1
Ci2c3  S12 —Ci1283 Locy + c1283dy — Leciass
Teo _ 5123 —Ci2  —51253 Losi + s1283ds — Les1283
S3 0 C3 L1 + L2a - ng4 + LeC3
0 0 0 1

Del andlisis anterior se obtiene la siguiente informacion:

0 0 S12
z? =10 ,zg =1 0 ,zg = | —cpo
1 1 0
Loci + c1283dy Locy + cia83dy — Leci283
X24 = Lysy + s1283d4 ,xf,e = Lysy + s1283ds — Lesi283
Ll + Lga — 03d4 Ll + Lga — 03d4 + LeC;g

De esta manera, considerando las variables articulares q = (q1, q2, g3, q4)T = (01, 6,, 05, d4)T,

19



los Jacobianos del manipulador son:

—Losy — s1283ds  —51283ds  c12c3ds  C1283
Locy + c1283dy C1283ds  S12C3dy 51253

ox0,  axY,  ox9,  9xd
0 __ axp4 (;(M (;(M axp4 . 0 0 S3dy —C3
Ji = 91 72 74 1 | =
720 zy 73 0 0 0 512 0
0 0 —C12 0
1 1 0 0

J) = dg1  Oq2  Oqa  Oqa

8x2€ 8x2€ 6xge 6xge
0 0 0
Z,  Zy  Zg 0

—Los1 — 81283ds + LeS1253  —51253da 4 LeS1253  c1ac3dy — Leciacs  €1283
Locy + c1283dy — Leciass c1283dy — LeCiass  S12c3dy — Lesiacs 51283

. 0 0 83d4 - LeSg —C3

- 0 0 S12 0
0 0 —C12 0
1 1 0 0

Ejercicio 18 FEn el ejercicio 13 emplee la formula del Jacobiano en el efector final para
obtener J? a partir de J3.

Solucion 18 Para este manipulador se tienen los siguientes datos:

L, 0 0 —1
4 0 _
Pne = 0 ,R4 = —C9Cy — 89284 C284 — S2Cy 0
0 CoSq4 — S§2C4 CoCq + S284 0
por lo que se obtiene:
0 0 —1 L,
Pv(z]e = Rgp;fe = —C9Cq — 5954 (€254 — S§2C4 0 0
CoS4 — SoCq  CoCq + S954 0 0
0

= — (0204 + 8284) Le
(0284 - 8204) L.

y se construye la matriz antisimétrica siguiente:

R 0 — (0284 — 8204) Le — (0204 + 8284) Le
Pr(z]e = (0284 — 8204) Le 0 0
(cacq + 5284) Le 0 0

20



por lo que el Jacobiano en el efector final se obtiene de la siguiente manera:

I —P?
n = (o 1)

1 00 0 (0284 — 8204) Le (0204 + 8284) Le
01 0 — (0284 - 8204) Le 0 0
. 001 — (0204 + 8284) Le 0 0 JO
N 0 00 1 0 0 4
0 00 0 1 0
0 00 0 0 1
0 0 0 0
0 ngg — 02L684 + C4Le$2 So 02L584 — C4L582
- 1 d382 — CQC4L6 — L68284 —Co CQC4L6 + L68284
N 0 1 0 -1
0 0 0 0
0 0 0 0

Ejercicio 19 FEn el ejercicio 15 emplee la formula del Jacobiano en el efector final para
obtener J? a partir de J3.

Solucion 19 Para este manipulador se tienen los siguientes datos:

0 0 ¢ —s1
Pr?e = 0 ,Rg = 0 S1 C1
L, 1 0 0
con lo que se obtiene:
0 it —$51 0 —Lesl
Pr?e = Rgpr?e = 0 s C1 0 = Lecl
1 0 0 L, 0
0 0 Lecl
P° = 0 0  Les
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Por lo tanto, el Jacobiano en el efector final es:

I -P
S = (0 Ine>J§

1 00 0 0 —Lecl L381 - Cldg 0 —381
010 0 0 —Lesl —LgCl — Sldg 0 C1
B 0 0 1 Ly Lesy 0 0 1 0
n 000 1 0 0 0 0 0
000 O 1 0 0 0 0
000 O 0 1 1 0 0
L381 - LeCl - Cldg 0 —381
—L301 - Lesl - 81d3 0 C1
B 0 1 0
B 0 0 O
0 0 O
1 0 0

Ejercicio 20 FEn el ejercicio 16 emplee la formula del Jacobiano en el efector final para
obtener JO a partir de J3.

Solucion 20 Para este manipulador se tienen los siguientes datos:

L, 0 0 1
PP=( 0 |,R3=| -1 0 0
0 0 -1 0
de donde se obtiene:
0 0 1 L. 0
PL=RP>=| -1 0 0 0 | = —Le
0 -1 0 0 0
por lo que se obtiene la matriz antistmétrica:
R 0 0 —L.
PP=10 0 0
L. 0 O

por lo que empleando las variables q = (ql,q2,q3)T = (dl,dg,dg)T y el método del Jaco-
biano en el efector final se obtiene:

_ PO
e (4R

100 0 0 L 0 0 1 0 0 1
010 0 00 0 —1 0 0 —1 0
~loo1 -0 0 10 0| |1 0 0
“looo 1 0 0 00 0| o 0 o0
000 0 1 0 0 0 0 0 0 0
000 0 0 1 0 0 0 0 0 0
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Ejercicio 21 FEn el ejercicio 17 emplee la formula del Jacobiano en el efector final para
obtener JO a partir de J3.

Solucion 21 Para este manipulador se tienen los siguientes datos:

0 C12€3  S12 —C1253
4 0
P = 0 ),Ry= | s12c3 —cCi2 —51283
Le S3 0 C3
por lo que:
C12€3  S12 —C1253 0 —Leci253
0 0 p4
Pne = R4Pne = S12€C3 —C12 —S812853 0 = —L681283
S3 0 C3 Le L663

por lo que se obtiene la matriz antisimétrica siguiente:

0 —Lecs  —LcSi283
0
Pne = L603 0 L601283
Lcsigs3  —Leciass 0

por lo que con las variables articulares q = (ql,q2,q3,q4)T = («91,92,93,d4)T y el método
del Jacobiano en el efector final se obtiene:

0 I -P% Y\
Je - ( 0 I ) J4
1 00 0 L.cs3 L.s1283
010 —L603 0 —LeCmSg
. 001 —L5812$3 Leclgsg 0 JO
B 000 1 0 0 4
000 0 1 0
000 0 0 1

—Los1 — 81283ds + LeS1253  —51253da 4+ LeS1253  c1ac3dy — Leciacs  C1283
Locy + c1283dy — Leciass c1283dg — LeCiass  S12c3dy — Lesiacs 51253

. 0 0 83d4 - LeSg —C3

- 0 0 S12 0
0 0 —C12 0
1 1 0 0

Ejercicio 22 Sea el robot manipulador del ejercicio 13. Suponiendo que se aplica en el
efector final una fuerza F = (1,0, —1)T. Determinar los pares de articulacion necesarios
para que el robot manipulador mantenga el equilibrio estdtico.

Solucién 22 Empleando el andlisis del Jacobiano en el dominio de la fuerza, sea J2,
la parte del Jacobiano en el efector final correspondiente a la velocidad lineal. Para este
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manipulador se sabe que:

0 0 —1

R(e) = S9Cq — C2854 —C9Cq — S954 0

—CoCq — 5954 CoS4 — S9Cy 0
0 0 0 0

0 ngg + L68204 — L60284 S92 L60284 — L68204
JO . 1 82d3 — L58284 — LECQC4 —C9 LECQC4 + L58284
e 0 1 0 —1
0 0 0 0
0 0 0 0
por lo que:
0 0 0 0
Jge = 0 ngg + LeSQC4 — L50284 S92 L50284 — LESQC4
1 Sgdg — L68284 — LeCQC4 —C9 LeCQC4 + L68284
F° = RF
0 0 ~1 1
= S9C4 — C254 —C9Cq — S954 0 0
—CoCq — 5954 CoSy4 — S§2C4 0 -1
1
= 82C4 — C254
—CoCq — 5954

Por lo tanto, los pares necesarios para que el robot se mantenga en equilibrio estdtico son:

T = (JBS)TFO
T

0 0 0 0 1
= 0 ngg + L68204 - L60284 S9 L60284 - L68204 S9C4 — C254
1 Sgdg — L58284 — LECQC4 —C9 LECQC4 + L58284 —CoCq — S284
—C2C4 — 8254
. —d384 + Le
= e
_Le

Ejercicio 23 Sea el robot manipulador del ejercicio 13. Suponiendo que se aplica en el
efector final una fuerza F = (1,0, —1)T. Determinar los pares de articulacion necesarios
para que el robot manipulador mantenga el equilibrio estdtico.

Solucién 23 Empleando el andlisis del Jacobiano en el dominio de la fuerza, sea J2,
la parte del Jacobiano en el efector final correspondiente a la velocidad lineal. Para este
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manipulador se sabe que:

0 0 —1

R(e) = S9Cq — C2854 —C9Cq — S954 0

—CoCq — 5954 CoS4 — S9Cy 0
0 0 0 0

0 ngg + L68204 — L60284 S92 L60284 — L68204
JO . 1 82d3 — L58284 — LECQC4 —C9 LECQC4 + L58284
e 0 1 0 —1
0 0 0 0
0 0 0 0
por lo que:
0 0 0 0
Jge = 0 ngg + LeSQC4 — L50284 S92 L50284 — LESQC4
1 Sgdg — L68284 — LeCQC4 —C9 LeCQC4 + L68284
F° = RF
0 0 ~1 1
= S9C4 — C254 —C9Cq — S954 0 0
—CoCq — 5954 CoSy4 — S§2C4 0 -1
1
= 82C4 — C254
—CoCq — 5954

Por lo tanto, los pares necesarios para que el robot se mantenga en equilibrio estdtico son:

T = (JBS)TFO
T

0 0 0 0 1
= 0 ngg + L68204 - L60284 S9 L60284 - L68204 S9C4 — C254
1 Sgdg — L58284 — LECQC4 —C9 LECQC4 + L58284 —CoCq — S284
—C2C4 — 8254
. —d384 + Le
= e
_Le

Ejercicio 24 Sea el robot manipulador del ejercicio 16. Suponiendo que se aplica en el
efector final una fuerza F = (1,0, —1)T. Determinar los pares de articulacion necesarios
para que el robot manipulador mantenga el equilibrio estdtico.

Solucién 24 Empleando el andlisis del Jacobiano en el dominio de la fuerza, sea J2,
la parte del Jacobiano en el efector final correspondiente a la velocidad lineal. Para este
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manipulador se sabe que:

0 0 1
0 0 1 0 —-10
R=|-1 0 0o o=t 20
0 —10/) ° 000
0 0 0
0 0 0
por lo que:
0 0 1
Jo=10 -10
1 0 0
0 0 1 1 -1
FP=RF=[ -1 0 0 0 |=1{ -1
0 -1 0 —1 0

Por lo tanto, los pares necesarios para que el robot se mantenga en equilibrio estatico son:

T = (JSE)TFO

00 1\" /-1 0
— [0 -1 0 1= 1
1 0 0 0 1

Ejercicio 25 Aplicar la técnica RMRC' para un robot manipulador no planar de 8 GDL.

Solucion 25 Para resolver este problema basta con sequir el mismo procedimiento des-
crito en la parte final de este Capitulo, donde debe de tenerse especial cuidado en los
elementos que se deben de modificar para aplicar la técnica RMRC' al robot planar de 3
GDL. En este caso, se debe de emplear el vector xg de la matriz TY del robot manipulador
planar, asi como el Jacobiano del mismo. Los demas pasos pueden ser los mismos y como
aspecto adicional debe de prestarse especial atencion a las trayectorias que se desea que
siga el manipulador. Debido a que el movimiento es en un plano, debe de verificarse que
la trayectoria que se emplee sea acorde con el espacio de trabajo del manipulador.

En el material web del libro se proporcionan los archivos de simulacion para un
control RMRC empleando un robot PUMA. Con dicho programa puede entenderse la forma
en que se aplica la técnica de control RMRC.
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