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56 Control

& Ejemplo 9.1

Analizar el siguiente sistema dindmico lineal para una entrada u(t) escalén

de amplitud unitaria:

[28] - [—00.49 —11.12] [ZEZ]JF[OZS)]U(t) (9.1a)
y(t) = [1 0][:”1(’5)]

(1)
a) Simular el sistema dindmico (9.1a-9.1b) en MIATLAB usando el método
de integracién Runge-Kutta 4/5.

b) Obtener el correspondiente sistema discreto:

ac(tk) = <I>m(tk_1)—|—1“u(tk_1) (9.2&)
vio) = 11 o] [T

a(ty) (9.2b)

c) Implemente en la tarjeta Arduino el algoritmo (9.2a) y grafique los

resultados en M ATLAB.

d) Compare los resultados de simulacién por ode45(...) de la ecuacién (9.1a)

y el sistema discreto 9.2a.

Considere la frecuencia natural de oscilaciéon w,, = 0.7 rad/seg, con un factor

de amortiguamiento p = 0.8 y un periodo de muestreo h=1 mseg.

La simulacién del sistema dindmico (9.1a-9.1b) corresponde a lazo abierto, debido a

que la entrada u(t) es un escalén y el factor de amortiguamiento p < 1, entonces el
transitorio corresponde a una respuesta subamortiguada; para este caso, la respuesta
tendra componentes oscilatorias y sobreimpulsos suaves que paulatinamente se van
atenuando hasta alcanzar el estado estacionario.
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La funcién de transferencia G(s) del sistema (9.1a-9.1b) estd dada por:

Gs) = num(s) _ w? _ 0.49 (9.3)
den(s) s+ 2pw,s + w2 s2+1.12s +0.49 ’

debido a que el factor de amortiguamiento p es menor a uno, la funcién de transfe-
rencia G(s) tiene dos polos complejos conjugados, los cuales se obtienen mediante
programaciéon. En la ventana de comandos de MIATLAB se obtienen los polos de la
funcién de transferencia G(s) (ceros del polinomio denominador den(s)):

fx >> format short «
fzr>> den=[1, 1.2, 0.49]; %denominador den(s) = s2 + 1.25 4+ 0.49 «
fz >> r=roots(den) %raices o ceros del polinomio denominador. <«

r—

—0.6000 + 0.3606:
—0.6000 — 0.3606%

Otra forma de obtener el mismo resultado es a través del calculo de los valores pro-
pios de la matriz A del sistema (9.1a), por medio de las siguientes instrucciones:

fx >> format short «

0 1
fx>> A=[0, 1; -0.49, -1.2]; %inicializa A = [ ] —
—049 -1.2

fx >> eig(A) %valores propios de la matriz A € R?*2.

ans= —0.6000 + 0.3606i

—0.6000 — 0.3606%

Debido a que la funcién de transferencia G(s) (9.3) tiene dos polos complejos
conjugados (valores propios de la matriz A), el procedimiento para obtener los
coeficientes ag y o1 que forman a la matriz ® € IR?*? consta de los siguientes

pasos:

e(=0.6000 +0.36061)h  — ) 1 (—0.6000 + 0.36067 ) o1 (9.4a)
¢~(0.6000+0.36060)h  _ | (0.6000 + 0.3606) a1 (9.4b)
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Resolviendo el sistema de ecuaciones (9.4a)-(9.4b):

Multiplicando por -1 a la ecuacién (9.4b) y substrayendo con la ecuacién (9.4a)

se obtienen las siguientes operaciones:

e(—0.6000+0.36060)r  _ - (_0.6600+ 0.3606i) 1 (9.5a)
—e~(0.6000 + 0.36060)h  — —qq + (0:6000 + 0.36067 ) ay (9.5b)

e—O.Gh [60.36061' h _ 6—0.36061' h] = 42 (03606) a (950)

Tomando en cuenta que:

[~

936060 —  ¢65(0.3606h) + i sen(0.3606h)

e 036060 — ¢05(0.3606h) — sen(0.3606h)

se obtiene:
¢—0-6h [_cos(0.36667R) + i sen(0.3606 h) — coste=3606 h) + i sen(0.3606 h) | = 42 (0.3606) (9.6)
/ 2e70%" 5en(0.3606 h) = 2 (0.3606) (9-7)
_o0.6h, sen(0.3606 h)
_ SenBB Y (9.8
o € 03606 %)

Para encontrar «q se sustituye a1 (??) en la ecuacion (9.4a):

ap = el70:6+036060)h 4 60, —0.36060; i (9.9)
_o.¢ sen(0.3606h)

—0.6h :
= 0.3606h 0.3606h 0.6
e [ cos( )+ i sen( )]+ 0.6e 03606

_o.6 sen(0.3606h)
0.3606

e %61 [ c0s(0.3606h) + i sen(0.3606h)] + 0.6e

—0.36006 ie

_o.¢ sen(0.3606h)
0.3606

—ie™ % sen(0.3606h)

_o.¢ sen(0.3606h)

—0.6h - —0.6h
0.3606h -3606h) + 0.6
e cos( ) +ie )+ 0.6e 03606
—ie” "7 06h)
ap = e O] cos(0.3606h) 4 0.6 2SI 03006h) (9.10)
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Por lo tanto, la matriz ® = [l + a1 A] € IR**? toma la siguiente forma:

1 0 0 1 (675} 0 0 aq
® = + g = +
0 1 —-0.49 -1.2 0 o —0.49a17 —1.2a

| ™ aq
L —0.490[1 oy — 1.20[1
[ 06" [ cos(0.3606h) + 0.6-"03606R) | =06 _SCN(0:3606%)
= _ 0.3606 h _ 0. 0. 3606h
I —0.49 ¢~0-6h SCR(0.5606 h) e~ 0-6h [ cos(0.3606h) + 0.6 SO0 T5SCN(.3600h) |
M e—0.6h [ Cos(O 3606h) +0.6 son((%ggé)fsh) ] e—0-6h Sorz)(() 3606h)
= — 0.3606h — 0.3606h
| —0.49 ¢~ 0-6h SC%(W 06k [ ¢0s(0.3606R) — 0. 6%]

Resolviendo la expresién para I' conduce a:

h
r = / A Bdh
0

B h =065 [ 05(0.3606h) + 0.6 scnogr;gggﬁ ) o—0.6h scnogr;gggs ) 0
= ) _0.49 ¢—0-6h scno(%gggﬁh) e—0-6h [ cos(0.3606h) — Scno(%gggﬁh) 049
h 0.49 ¢—0-6h scn(() '3606)1)
= 0 [0449 e=0-6h [ cos(0. 36()6h) 9. éismgfggggﬁh) ] dh
0.9999339635 — 0.001663783633e¢ 5" [601.0 cos(0.3606h + 1000.0 sen(0.3606A
r = (9.11
- —e 06k (4,00 x 10712 cos(0.3606h) — 1.358846367 sen(0.36065)] '

Los programas que se emplean son:

4 FEn MATLAB los scripts: cap9_simusistema2doA.my cap9_sistema2doA.m
(ambos archivos deberan colocarse en la misma carpeta que definié el lector).

Por Arduino el sketch: cap9_sistema2dokA.ino

La figura 9.1 muestra los resultados comparativos del sistema dindmico simulado
(9.1a-9.1b) entre la integracién numérica Runge-Kutta y el sistema discreto @ (tx) =
<I>ac(tk_1) + Fu(tk_l).
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Figura 9.1 Comparacién entre la posicién x1(t), vs z1(tx) y velocidad

xo(t), vs xo(tr).
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