Fracciones parciales

por

Ramoén Espinosa Armenta

Una expresion racional con coeficientes en un campo K, es una expresion
de la forma
a(x)

b(x)
donde a(x),b(x) € K[z] y b(x) # 0. Diremos que

()

b(x)

Q
—

z)

U
~—r

(x

si y sélo si a(x)d(x) = b(z)c(z). El conjunto de expresiones racionales con
coeficientes en K se denotara K (z).

La suma de dos expresiones racionales se define como

a(zr)  c(x) _ a(x)d(x) + b(x)c(x)
b(z)  d(z) b(x)d(x) ’

Se puede verificar facilmente que con estas operaciones K (x) es un campo.

Una expresién racional a(z)/b(x) se dice que es propia, si el grado de
a(x) es menor que el grado de b(x). Si a(x)/b(x) es una expresién racional
impropia podemos utilizar el algoritmo de la divisién para escribir a(x) =
b(z)q(x) +r(z), donde r(z) =0 o grado r(z) < grado b(x), de esta manera
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Por lo que toda expresion racional o es propia o se puede escribir como un
polinomio més una expresion racional propia. Veremos a continuacién cémo
expresar una expresion racional propia como suma de expresiones racionales
sencillas, llamadas fracciones parciales.

Lema 1. Sean a(z),b(x) € Klx] distintos de cero, tales que grado a(x) <
grado b(x) y supongamos que

b(x) = p1(x)p2(z),

donde med(p1(z), pa(x)) = 1. Entonces existen polinomios r1(x),ro(x) €
K|z], tales que
alz) _r(r) | ra(z
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donde grado ri(x) < grado p1(z) y grado ro(x) < grado ps(x).
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Demostracion. Como med(py(x), pa(z)) = 1, existen s(x),t(z) € K[z tales
que
1= s(x)p1(z) + t(z)p2(x).
De ahi que
a(z) = f(2)p1(x) + g(z)p2(2),

donde f(z) = s(x)a(x) y g(x) =t(z)a(r). Ahora bien, por el algoritmo de
la division,
g9(z) = pr(@)q(z) + ri(z),
donde grado 7 (x) < grado p;(z). Sustituyendo obtenemos
a(z) = ri(z)p2(x) + r2(z)p1(2),

donde ro(z) = f(z)+q1(z)p2(x). Por lo tanto ro(x)p1 (z) = a(x) —r (z)p2(x),
y de ahi que grado ro(x)pi(x) < grado a(x) < grado b(z), por lo tanto

grado ro(x) 4+ grado pi(z) < grado pi(x) + grado ps(x),
con lo cual concluimos que grado ro(z) < grado pa(x). De modo que
a(z) = ri(z)p2(x) + ra(z)p: ()

con grado ri(x) < grado pi(z) y grado rq(z) < grado ps(z). Dividiendo
entre b(z) = pi(x)p2(z) obtenemos la conclusién deseada. O



Lema 2. Sean a(z),b(x) € Klx] distintos de cero, tales que grado a(x) <
grado b(x) y supongamos que

b(x) = [pr(2)]™ [pa ()™ - - - [pr(2)] ™

donde py(x),p2(z) ..., pe() son polinomios distintos, irreducibles en K|x].
Entonces ezisten polinomios hy(x), ..., hi(x), con grado h;(z) < grado [p;(z)|™,
para toda j = 1,... k, tales que

a(x> = hl(:(:) e _|_ M

b(z)  [pa(x)]™ [P ()™

Demostracion. Haremos la demostraciéon por induccién sobre k. Si k = 1
basta tomar h;(z) = a(x). Supongamos cierto el resultado para algun k. Si

b(x) = [p1(2)]™ - - [k (@)™ [P ()] ™47

entonces por el lema 1

a(r) _ () N ro(2)
b(x)  [pa(@)]m™ - [pp(@)]me  [ppg ()]’
donde
grado ri(z) < grado [py(z)]™ - - [pe(z)]™
y

grado ro(z) < grado [pr41(x)]™ .

Ahora bien, por hipétesis de induccion:

N me) @)
[pr(@)]m - [pe() ™ [pa (@)™ [P ()™
Por lo que haciendo hy1(x) = ro(x) se cumple el resultado. O

Lema 3. Sean h(x),p(z) € K[z] tales que

grad h(z) < grado [p(x)]™,

entonces existen polinomios hy(x), ..., hy (), donde hj(x) =0 o grado h;(z) <
grado p(x), para toda j = 1,...,m, tales que
h(z) hi(z)  ho(z) B ()
= + oot .
p(@)™  plz)  [p(2)]? [p(z)]™



Demostracion. Haremos la demostracion por induccién sobre m. Sim =1 el
resultado es trivialmente cierto. Supongamos ahora que el resultado es cierto
para algiin m > 1. Por el algoritmo de la divisién:

hz) = p(x)q(z) + r(z)
donde r(z) =0 o grado r(z) < grado p(z). Por lo tanto

hx) — q(x) r(z)
(

[p(z)]mt [ o " )
() | ha(@) L he(2) r(x)
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Por lo que haciendo h,,41(z) = r(x) se cumple el resultado. O

Teorema 1 (Fracciones parciales). Sean a(x),b(x) € K|x] distintos de cero,
tales que grado a(x) < grado b(x) y supongamos que

b(x) = [pr(2)]™ [pa(2)]™ - - - [pe ()] ™

donde py(x),p2(z) ..., pe(x) son polinomios distintos, irreducibles en K|x],

entonces
£ hw@)
3 « [pi@)]’

=1 j=

donde h; ;(z) es cero o grado h,-j( ) < grado p;(x), para todai=1,....k y
para toda j =1,...,m;.

Demostracion. Se sigue directamente de los lemas anteriores. O

Ejemplo 1. Descomponer

Tr —11
(x —3)(x+2)
en fracciones parciales en R(x).
Solucion.
Tr—11 _a b

@-3)(x+2) -3 z+2

a(z +2) + b(z — 3)
(x —3)(z+2)




Por lo tanto
Tr—11=a(z+2)+b(zx —3)

En particular, evaluando en ambos lados en x = 3 tenemos que 10 = ba y
por lo tanto a = 2. Anédlogamente, si x = —2 tenemos que —25 = —5b y de
ahi que b = 5. En conclusién:

Tr —11 2 n 5
(z—3)(z+2) -3 z+2
A
Ejemplo 2. Descomponer
4
@+ 1)
en fracciones parciales en C(x).
Solucion.
4 4
22+1 (v —i)(x+1)
_a b
S x—i T+
_a(r +14) + bz — 1)
N 2 +1
Por lo tanto a = —2¢ y b = 2i. De modo que
4 —2i 21
5 = -+ -
»»+1 x—1i x+1
AN
Ejemplo 3. Descomponer
3zt 45
x(z? +1)2

en fracciones parciales en R(x).



Solucion.

3zt +5 a br+c cr +d

w(z24+1)2  z 2241 (224 1)2

Ca@@+ 1P+ z(bxr+co)(2* + 1) + (de+e)x
B r(x? +1)2

(a+b)at+cr®+ (2a+b+d)r* + (c+e)x+a

x(z?+1)2
Por lo tanto
a+b=3
c=10
20 +b+d=0
c+e=0
a=>5

De ahiquea=5,b=-2,¢c=0,d=—-8 y e=0, y por lo tanto
3zt +5 ) —2x —8x

x(x2+1)2_x+x2+1+(x2+1)2'

Ejercicios
1. Encuentra la descomposicién de

2x — 5
(x — 2i)(z +4)

en fracciones parciales en C(x).

2. Encuentra la descomposicion de

422 + 8 +5
(x 4+ 1)(x+2)?

en fracciones parciales en R(x).



. Encuentra la descomposicién de

5x? — Tz + 26

x(2? — 4x + 13)
en fracciones parciales en R(x).

. Encuentra la descomposicion de

522 — Tz + 26

x(z? — 4z + 13)

en fracciones parciales en C(x).



