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Durante el siglo XVIII, Fuler, d’Alembert y Lagrange probaron, independien-
temente, que todo polinomio de grado n > 1 tenia una raiz sobre el campo de
los nimeros complejos. Este resultado se comenzo a llamar el teorema funda-
mental del algebra. Sin embargo, en 1799 Gauss mostré en su tesis doctoral
que esas demostraciones tenian errores y dio la primera demostracién correcta
de este resultado.

Teorema 1 (Teorema Fundamental del Algebra). Todo polinomio a(x) €
Clx] de grado n > 1 tiene una raiz en C.

Otra demostracién del teorema fundamental del dlgebra fue dada por Ar-
gand en 1806. El mismo Gauss dio otras dos demostraciones en 1816 y una
ultima en 1849. Las demostraciones de Argand y Gauss permitieron clarificar
la nocién de nimero complejo. Desafortunadamente, todas las demostracio-
nes utilizan conceptos y resultados de anélisis, los cuales estan fuera de los
propositos de este libro, por lo que no daremos ninguna demostracion.

El teorema fundamental del algebra asegura la existencia de raices com-
plejas, pero no nos dice cémo encontrarlas. Un resultado muy ttil para buscar
raices reales es el siguiente.

Teorema 2. Si a(x) es un polinomio con coeficientes reales y r,s son dos
nimeros reales tales que a(r) y a(s) tienen signos opuestos, entonces eziste
una raiz real entre r 1y s.

Este resultado es intuitivamente cierto, sin embargo para demostrarlo
formalmente es necesario utilizar propiedades de funciones continuas, por lo
que omitiremos la prueba.

Ejemplo 1. Consideremos el polinomio

a(z) = 2* — 102 + 1.



Observa que a(0) =1 y a(l) = —8, por lo que a(z) tiene una raiz real en el
intervalo [0, 1]. A

Sea a(z) € Q[z] y sea M el minimo comun multiplo de los denominadores
de los coeficientes de a(x). Por lo tanto el polinomio b(x) = Ma(x) tiene
coeficientes enteros. Ademds r es raiz de a(x) si y sblo si r es raiz de b(z).
Por lo que el problema de encontrar raices racionales de un polinomio con
coeficientes racionales se reduce al problema de encontrar raices racionales
en un polinomio con coeficientes enteros.

Teorema 3. 5%
a(x) = apt" + ap_12" 4 - Farw +ag

es un polinomio de grado n con coeficientes enteros y si r = p/q es una raiz
racional de a(x), donde p y q son primos relativos, entonces plag y q|a,.

Demostracion. Por hipotesis

n n—1
q q q

por lo tanto

A" + a1 p" g+ 4+ arpg”t + apg™ = 0.
De ahi que

anp" = q(—ap_1p" "t — - — arpg™ 2 — apg™ )

y por lo tanto g|a,p". Como med(p, q) = 1, se sigue que qla,.
También se puede observar que

P(anp" ™ an1p" g4 ag" ) = —aog”
y por lo tanto plagq™ y de ahi que plag. O
Corolario 1. 5i
a(r) = 2" + ap_1 2"+ ax + ag

es un polinomio con coeficientes enteros y sir es una raiz racional de a(x),
entonces r € Z y r|ao.



Ejemplo 2. Hallar todas las raices del polinomio
a(r) = 6x* — 23 + 527 — 2 — 1.

Solucion. Busquemos primero raices racionales. Si p/q es una raiz, entonces
por el teorema anterior p|(—1) y ¢|6, por lo tanto los candidatos a ser raiz

son:
+1,41/2,+1/3, +1/6.
Ahora bien,
6 -1 5 -1 -1 1
6 5 10 9
6 5 10 9 |8

Por lo tanto a(1) = 8 > 0. Por otra parte a(0) = —1 < 0, por lo que debe
haber una raiz real entre 0 y 1 (la cual podria ser racional). Observemos que

6 -1 5 -1 -1 1/2

31 3 1
6 2 6 2 |0

Por lo tanto 1/2 es raiz del polinomio, ademés
a(r) = (x — 1/2)(62° 4+ 22> + 62 + 2) = (22 — 1)(32° + 2 + 3z + 1),

por lo que de haber otra raiz racional p/q ésta deberia de cumplir que p|1
y q|3, por lo que los candidatos a ser raiz son: + 1 y &+ 1/3. Ya vimos que
1 no puede ser raiz, por lo que podemos descartar este nimero. Después de
inspeccionar algunos candidatos llegamos a que

6 2 6 2 |—1/3
2 0 -2
6 0 6 |0

Por lo tanto —1/3 es otra raiz. Ademads las otras raices deben ser raices del
polinomio 6z% + 6 = 6(x* + 1), el cual tiene a 4 y a —i como raices. En
conclusion las raices de a(z) son: 1/2, —1/3, i y —i. A

Ejemplo 3. Demostrar que si p es primo entonces ,/p es irracional.
Demostracion. Consideremos el polinomio 22 —p. Los candidatos a ser raices
racionales son + 1, + p. El lector puede comprobar facilmente que ninguno de

estos nimeros es raiz del polinomio, por lo que no existe un nimero racional
r tal que r* = p, y por lo tanto /p es irracional. JAN
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El siguiente teorema establece que si un nimero es raiz de un polinomio
con coeficientes reales, entonces el conjugado de dicho nimero también es
raiz del polinomio.

Teorema 4. S¢
a(x) = apr" + ap_ 12" 4 -+ arr +ag

es un polinomio con coeficientes reales y v € C es raiz de a(x), entonces T
también es raiz de a(x).

Demostracion. Por hipdtesis:
a(r) = anrn + an_lrn_l +--+ayr+ay=0.

Ahora bien, utilizando propiedades del conjugado de un nimero complejo y
el hecho de que los coeficientes del polinomio son niimeros reales, tenemos
que

a(F) = an™" + an1 ™+ 4 a7 + ag

— =n - -n—1 — = =
=apr + ap_17 + -+ ar+ag

= apr" + ap_ "+ -+ T +ag

= apr" + a1+ ar + ag

=0=0.

Ejemplo 4. Encontrar las raices del polinomio
z* — 62° + 5z% + 30z — 50,
sabiendo que una raiz es 3 — i.

Solucion. Utilizando divisién sintética:

1 6 5 30 -50 13—
3i -10 -15+5i 50
1 31 -5 15451 |0
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Ademads, por el teorema anterior, 3 + i también es raiz, lo cual podemos
verificar con division sintética:

1 -3i -5 15+5i 1341
31 0 -15-5i
1 0 -5 | O

El tltimo cociente corresponde al polinomio z? — 5, el cual tiene dos raices:
++/5. Por lo tanto las raices del polinomio son: 3 —i, 34+1i,v/5 v —v5. A

En el siglo XVI el matemaético italiano Gerolamo Cardano obtuvo una
formula para las soluciones de la ecuacion ctibica con coeficientes complejos:

ar® +bx? +cx +d=0.

Posteriormente, su discipulo Ludovico Ferrari obtuvo una férmula para las
soluciones de la ecuacion cuartica:

ar* + bax® + cx’ +dx +e=0.

Durante los siglos XVI, XVII y XVIII hubo intentos infructuosos para hallar
una férmula que permitiera encontrar las soluciones de una ecuacién polino-
mial de grado cinco, hasta que en 1824 el joven mateméatico noruego Niels
Henrik Abel prob6 que ésta no podia resolverse por medio de radicales, es
decir, no existia una expresién involucrando solamente las operaciones de
suma y multiplicacién, asi como raices n-ésimas, que permitiera encontrar
las soluciones de una ecuacién polinomial de grado cinco en términos de los
coeficientes del polinomio. Poco después el joven francés Fvaristo Galois en-
contré condiciones necesarias y suficientes para que una ecuacién polinomial
pueda resolverse por radicales.

Recordemos que un polinomio p(z) € K[z] de grado mayor que cero, es irre-
ducible en Kz, si todo divisor de p(x) es de la forma A o Ap(x) para algin
Ae K, N#0.

Teorema 5. p(x) es irreducible en Clz] si y sélo si grado p(x) = 1.

Demostracion. Sea p(x) es irreducible en C[z]. Por el teorema fundamental
del dlgebra, existe r € C tal que p(r) = 0, por lo tanto, por el teorema del
factor (x — 7)[p(x). Como p(z) es irreducible, debe existir A € C tal que
p(x) = Az —r) y de ahi que grado p(z) = 1.

El reciproco se sigue del teorema 10.22. O



Corolario 2. Todo polinomio a(x) € Clz] de grado n > 0, puede ser escrito
en la forma

a(x) =MNax —r)(x—r9)--(x —1,)

donde A€ C, N\ £ 0 yry,...,r, son las raices de a(x). Ademds esta factori-
zacion es unica excepto por el orden en el que aparecen los factores.

Teorema 6. p(x) es irreducible en R[x] si y sdlo si grado p(z) = 1 o
p(r) = az® + bz + ¢, donde b* — 4ac < 0.

Demostracion. Supongamos que p(z) es irreducible en R[xz]. Por el teorema
fundamental del algebra existe z € C tal que p(z) = 0. Si z € R, entonces
x — z € R[z] y ademads, por el teorema del factor, (z — z)|p(z). Como p(z)
es irreducible, se sigue que p(z) = A(z — z) para algin A € R y por lo tanto
p(z) tiene grado uno. Si z ¢ R, entonces z # z, ademds por el teorema 4
p(z) = 0. Sea

b(z) = (v —2)(x — 2) =2° — (2 + 2)x + 22 = 2° — 2(Re 2)z + |2|.
Por lo tanto b(z) € R[z]. Ahora bien, por el algoritmo de la divisiéon

p(x) = b(x)q(x) + (),

donde r(z) =0 o grado r(x) < 2; en otras palabras r(x) = ux + v, donde
u,v € R. Observemos que

0=p(z) =b(z)g(z) +7(z) vy b(z)=0

por lo que r(z) = 0 y por lo tanto uz + v = 0. Como z ¢ R, esta ecuacién
implica que v = v = 0 y de ahi que r(x) = 0. En conclusién p(z) = b(z)q(z).
Pero como p(x) es irreducible, entonces ¢(z) = a para algin a € R y por lo
tanto

p(z) = ab(z) = az® + bx + ¢

donde b = 2aRe z y ¢ = alz|>. Observemos ademds que
b? — dac = 4a*(Re 2)* — 4a®|z|* = 4a*[(Re 2)* — |2]*] <0,

pues Im z # 0.

Reciprocamente, si grado p(xz) = 1 entonces p(z) es irreducible por el
teorema 10.22, y si p(x) = ax® + bz + ¢, con b? — dac < 0, entonces p(x) no
tiene raices reales, por lo tanto p(z) es irreducible en R|x]. O



Corolario 3. Todo polinomio a(x) € R[z] de grado n > 0, puede ser escrito
en la forma

a(x) =Nz —r) - (x —r)(@® + biw +ep) - (27 + byx + )

donde A € R, X # 0, rq,...,1% son las raices reales de a(x) y los b;s, ¢;js
son niumeros reales tales que b; — 4c; < 0 para toda j = 1,...,s. Ademds
n=k+2s.

Ejemplo 5. Factorizar el polinomio
2t — 623 4+ 522 4+ 30z — 50

como producto de polinomios irreducibles en

() Cla); (b) Rlc; (b) Qlal.
Solucion. En el ejemplo 4 vimos que las raices de este polinomio son
3—i,3+i,vV5 y —5.
Por lo tanto su factorizacién en Clz]| es:
(z—341i)(z—3—1i)(z—V5)(z+V5)
y su factorizacién en R[z]| es:
(22 = 62 + 10)(z — V5)(z + V5).

Por tltimo, 2% — 5 es irreducible en Q[z], por lo que la factorizacién del
polinomio en Q[z] es:
(z* — 62 + 10)(2* — 5).

Ejercicios
1. Encuentra las raices del polinomio:

1523 + 3722 + 120 — 4  en R[z].

2. Encuentra las raices del polinomio:

162° +82° —7x+1  en RIz].



. Muestra que ¢ y —1t son raices dobles del polinomio
2® — izt + 22° — 6ix® + v — 3i
y encuentra la otra raiz.
. Encuentra todas las raices del polinomio:
z® + 627 — 24z + 160,

sabiendo que una raiz es 2 — 2v/3i.
. Encuentra todas las raices del polinomio:

2° = 3at + 423 —da + 4
sabiendo que tiene a 1 + ¢ como una raiz doble.

. Suponiendo que cada raiz de multiplicidad m es contada m veces, de-
muestra que todo polinomio a(z) € Clz| de grado n > 1 tiene exacta-
mente n raices.

. Demuestra que todo polinomio a(z) en R[z] de grado impar tiene al
menos una raiz real.

. Considera el polinomio
a(z) = 2° + a1z + ag

en Clz]. Demuestra que si 71,72 son las raices de a(x) entonces

a; = —(Tl + 7“2)

Qo = 7172
. Considera el polinomio

_ .3 2
a(r) = x° 4+ asx” + a1x + ag

en Clz]. Demuestra que si 71, 72,73 son las raices de a(x) entonces

ag = —(ry +1ry+73)
aq :T17“2+7"17”3+T27”3

Qg = —(7“17‘27“3)



10.

11.

12.

Encuentra las raices 1, 72y 73 del polinomio
23+ 227 + 32 42
sabiendo que r| = ry + r3.
Encuentra las raices 1, 72y 73 del polinomio
323 +22° — 192+ 6
sabiendo que r; +1ry = —1.
Encuentra las raices ry, 72y 73 del polinomio

a2 — 7% — 422 + 216

sabiendo que rZ = ry7y.



