Respuestas a los problemas impares del capitulo 4

Producto cartesiano

4.1 Supongamos que C' x D C Ax B.Sice C y d € D, entonces
(c,d) € C x D,y por lo tanto (¢,d) € A x B, de ahi que c € Ay
d € B, por lo tanto C C Ay D C B. Reciprocamente, supongamos
que C C Ay D C Bysea(c,d) € CxD.Porlotantoce Cyde D,
y de ahi que ¢ € Ay d € B, por lo tanto (¢,d) € A x B, lo cual prueba
que C x D CAXxB.

4.3

(x,y) € (AN B) x (CND) reANB, yeCND

=4
& (ryy) e AxC y (z,y)€BxD
& (r,y) e (AxC)N (B x D).

Funciones
4.5 (b) y (d).

4.7 (a) Siz ¢ Z, existe n € Z tal que n < z < n+1. Por lo tanto |z] = n,
[] =n+ 1. De ahi que [z] — |z =(n+1) —n=1.

(b) Sixz ¢ Z, existe n € Z tal que n < x < n + 1. De ahi que
n—1l<zrx—1<nyn+l<zr+l<n+2 Porlotantor—1<n<
r<n+1<xz+1,ydeahique

r—1<|z]<z<|z]<z+Ll
Por otra parte, si x =n € Z, entonces |x| =n = [z]. Por lo que

r—1<|z]=z=z]<z+1

& €A & ¢ A & YUur)=0 <

4.9 (a) ( 0) =1

1.

(B) Uyp=Uspe=UUp =T (1—Up)=T,— U, 0p



4.11

Vaeyec = Yaop + Vo — 2V e5Vc
= (\I’A + Vg — Z\I’A\IJB) + Ve — 2(\I/A + Vg — QKIIA\I’B)\I/C
=V, 4+ U+ Ve —20 Vg — 20 Ue —2UgUe + 40U UpWe.

Por otra parte,

Vagac) = VYa+ ¥pac — 2V a¥Bac
= \I’A + (\IJB —+ \IJC — 2‘113\110) — Q‘IJA(\I’B + \Ifc — Q\PB\Ifc)
=V + Vg + Ve —2UgVUp — 20 Up — 20 4 Up + 4V U pPe.

Por lo tanto (A@ B)®C =A@ (BaC).

4.13 (a) Supongamos que existe z € f~1((). Por lo tanto f(x) € 0, lo cual
no es posible. Por lo tanto f~1(@) = 0.

(b) Sia e f7Y(V), entonces f(a) € V. Como V C W, por lo tanto
f(a) € W,deahiquea € f~'(WW), con lo cual concluimos que f~' (V') C
7).

() ac fFAVNW) & f()eVﬂW & f(a)eV y f(a) €
We aefY(V) vy ac f7Y(W) & ae fH(V)NfYW).

(d) ac ffAAVUW) & f()GVUW & f(a)EV o f(a) €
We aef"Y(V) o ac f7Y (W) & ac fH(V)UfYW).

Funciones biyectivas

415 f(n) = f(m) = 5n—2=5m—2 = 5n = 5m = n = m. Por lo tanto f
es inyectiva. No es suprayectiva, porque, por ejemplo, f(n) = 5n—2 # 0
para todo n € N.

4.17 No es inyectiva, porque f(—1) =1 = f(1). Tampoco es suprayectiva,
porque f(n) # —1, para todo n € Z.

4.19 No es inyectiva, porque por ejemplo, f(1,2) = f(2,1). Si es suprayec-
tiva, porque si m € Z, entonces f(1,m) = m.



Composicion de funciones

4.21 Sea x € A. Por lo tanto (hog)o f(z) = (hog)(f
Por otra parte, ho (go f)(z) = h(go f(z)) = h(g(
(hog)of=ho(gof)

423 f(a) = f(b) implica que g(f(a)) = g(£(b)). Es decir, go f(a) = go (b).
Como go f es inyectiva se sigue que a = b, y por lo tanto f es inyectiva.

(2)) = h(g(f(2)).
f(z)). De ahi que

4.25 Sea c € C'. Como go f es suprayectiva, existe a € A tal que go f(a) =
Escribiendo b = f(a), tenemos que g(b) = g(f(a)) = ¢, por lo tanto g
es suprayectiva.

127 (g0 £)o (0 g™)(a) = g(f(f (g7 (@) = g9~ (x)) = . Andlo-
gamente (f~'og ') o(go f)(z) = fTHg (9(f(2) = f1(f(2)) =z
Por lo tanto f~lo g™ = (go f)7!

Conjuntos finitos

4.29 Para cada k =1,...,n, sea f(k) el niimero de amigos de la persona k.
Supongamos que f es inyectiva, por lo tanto f(1), f(2),..., f(n) son n
nimeros distintos del conjunto {0,1,...,n — 1}, por lo tanto existen

i,7 tales que f(i) =0y f(j) = n—1, lo cual significa que ¢ no conoce a
nadie del grupo y j conoce a todos los del grupo, lo cual no es posible.

431 A= (A-B)UB. Como (A—B)NB = (), por lo tanto |A| = |A—B|+|B]|
y de ahi que |A — B| = |A| — |B|.

4.33 Por induccion sobre m. Si m = 1 el resultado es trivialmente cierto.
Supongamos que

Por lo tanto
|A1 X oo X Am X Am+1| = |A1 X oo X Am||Am+1|
= [A] - [Am||Ansa].
4.35 3° tiene 6 divisores positivos, 7% tiene 7 divisores, 113 tiene 4 divisores

y 132 tiene 3 divisores. Por lo tanto, por el principio del producto,
3% -75.113 - 132 tiene 6 - 7 - 4 - 3 divisores positivos.



4.37 Hay dos posibilidades para cada posicién, por lo que, por el principio
del producto hay 2™ palabras.

4.39 4%,

4.41 (a) 413121 =288. (b) 3!(4!3!2!) = 1728, porque hay 3! casos posibles
similares a los del inciso anterior.

Principio de la pichonera

4.43 Si a lo més 3 personas nacen en el mismo mes tendriamos a lo més 36
personas.

4.45 51.

4.47 Sea n el numero de jugadores. Cada jugador tiene al menos una victoria
y a lo mas n — 1 victorias, es decir, hay n — 1 resultados posibles, por
lo que debe haber 2 jugadores con el mismo ntimero de victorias.

Conjuntos infinitos

4.49 Sea A el conjunto de enteros pares y sea B el conjunto de enteros
impares. Definamos f : A — B como f(a) = a+ 1 (obsérvese que como
a es par entonces a+ 1 es impar). Si f(a) = f(b) entonces a+1 =b+1
y de ahi que a = b. Por lo tanto f es inyectiva. Ademaés si b es un entero
impar entonces b — 1 es par y ademds f(b— 1) = b, por lo tanto f es
biyectiva.

4.51 Sea A el conjunto de enteros pares y B el conjunto de enteros impares.
Ambos conjuntos son infinitos, sin embargo, AN B = () es finito.

4.53 Sea P el conjunto de numeros primos. Como P C N y N es numerable,
se sigue que P es a lo mas numerable. Como ademés P es infinito
entonces tiene que ser numerable.

Operaciones binarias

4.55 No, por ejemplo v/2 € I, pero v2v2 =2 € Q.



4.57

4.59

4.61

4.63

4.65

4.65

4.67
4.69

No es asociativa, por ejemplo, (2% 3) %4 = (6+1) x4 =28+ 1 = 29,
pero 2% (3x4) = 2% (12+ 1) = 26 + 1 = 27. Es conmutativa porque
axb=ab+1=ba+1=">xa.

(axb)*c= (%b) o= lbe_albd _ (b—c> —ax(bxo),

por lo tanto * es asociativa. También

ba

a*b:a—:—:b*a,
2 2

por lo tanto % es conmutativa.

4.6.

a0 T o *
T ® 0 T
T o0 ® oo
®» o0 O
0O ® T TOl&

[(a,b) * (c,d)] * (e, f) = (ad + bc,bd) * (e, f) = (adf + bef + bde, bdf).
Por otra parte, (a,b) x [(¢,d) * (e, f)] = (a,b) x (¢f + de,df) = (adf +
bef + bde,bdf). Por lo tanto la operacién es asociativa. También es
conmutativa, porque (¢, d) * (a,b) = (c¢b + da,db) = (ad + bc,bd) =
(a,b) * (c,d).

Determine el mas pequeno subconjunto A de Z tal que 3 € A y la
suma es una operacion binaria en A.

Sea A = {3n | n € Z}. Por lo tanto 3 = 3(1) € A. Ademds la suma
usual es una operacién binaria en A, porque 3n + 3m = 3(n+m) € A.
Por 1ltimo, si B C Z es tal que 3 € B y la suma es cerrada, entonces
3+---+3=3n¢€ B. Por lo tanto A C B.

A+B:(aw+sz):(b”Jra”):BJrA

FIFRE






