Respuestas a los problemas impares del capitulo 6

Relaciones de orden

6.1

6.3

6.5

6.7

No, porque no es completa. Por ejemplo, (1,3) £ (3,1) y (3,1) £
(1,3).

Para probar que la relacién es completa, sean (a,b) y (¢,d) en Z x Z,
y consideremos cuatro casos. Caso 1, si a < ¢ entonces (a,b) < (¢, d).
Caso2,sia = cy b < d, entonces (a,b) < (¢,d). Caso 3,sia =cyd < b,
entonces (¢,d) = (a,b). Caso 4, si a > ¢ entonces (¢,d) < (a,b). Para
probar que la relacién es transitiva, supongamos que (a,b) < (¢,d) y
(c,d) = (e, f). Caso 1,sia < ¢ y ¢ < eentonces a < ey por lo
tanto (a,b) < (e, f). Caso 2,sia <c y (c=e y d < f), entonces
a < ey por lo tanto (a,b) =< (e, f). Caso 3,si (a =c y b<d)y
¢ < e entonces a < ey por lo tanto (a,b) < (e, f). Caso 4, si (a = ¢
y b<d)y(c=e y d< f), entoncesa =e y b < fy por
lo tanto (a,b) < (e, f). Para probar la antisimetria, supongamos que
(a,b) = (c,d) y (¢,d) = (a,b). Si a < c entonces como ¢ < a, se sigue
que a < a, lo cual no es posible. Por lo tanto @ = ¢ y de ahi que b < d.
por otra parte, como (c¢,d) < (a,b) y ¢ = a, se sigue que d < b, por lo
tanto b = d, con lo cual concluimos que (a,b) = (¢, d).

No, porque no es antisimétrica, por ejemplo, 2R(—2) y (—2)R2, pero
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a = a para toda a € A, porque a = a, por lo tanto < es reflexiva. Si
a=<by b=<aentonces (a <b o a=b)y(b<a o b=a). Nopuede
ser que a < b y b < a, porque < es asimétrica, por lo tanto a = b,
de ahi que < es antisimétrica. Para probar la transitividad observemos
quesia<b y b<centonces (a <b o a=b)y(b<c o b=c¢). Si
a < by b= centonces a < ¢, porque < es transitiva. De ahi que a < c.
Sia<byb=centoncesa <c. Sia=0 y b= centonces a <. Por
ultimo, sia =b y b= ¢, entonces a = ¢ y por lo tanto a < c.



Reticulos

6.9

6.11

6.13

Por definicién a A (b A ¢) < a. También a A (bA¢) <bAc <b. Porlo
tanto a A (bAc) es cota inferior de {a, b}, y de ahi que aA(bAc) < aAb.
Por otra parte, a A (bAc) <bAc = ¢, porlo tanto a A (b A ¢) es cota
inferior de {a A b, c}. De ahi que a A (bAc) < (aAb) Ac. Andlogamente,
(aNb)Ac < an(bAc), por lo que, por antisimetria, (aAb)Ac = aA(bAc).

(a) a =< a, porque < es reflexiva. Por lo tanto a ~ a, de ahi que ~ es
reflexiva. Supongamos ahora que a ~ b. Por lo tantoa <b y b < a, de
ahi que b <a y a =<b,y por lo tanto b ~ a, es decir, ~ es simétrica.
Por dltimo, supongamos que a ~ b y b ~ c. Por lo tanto (a = b y
b=<a)y(b=<cy c=b),deahiquea =cyc=a, porque < es
transitiva, y por lo tanto a ~ ¢, es decir, ~ es transitiva.

(b) Si [d@'] € [a] entonces a ~ o’ y por lo tanto a X ' y d' <X a.
Andlogamente, si [b'] € [b] entonces b ~ b’ y por lo tanto b < b y
b <b. Por lo tanto @’ < ¥ implica que a < a’ <V <b, es decir a < b.
Anéalogamente, a < b implica que @’ < a <X b =<V, y de ahi que a < b.

(¢) Sean [a],[b] € A*. Como = es completa, tenemos que a < b o
b = a. Por lo tanto [a] <* [b] o [b] <* [a], de ahi que =<* es completa.
Si[a] <*[b] y [b] =*[c] entonces a < b y b =< cy de ahi que a < ¢,
porque < es transitiva. Por lo tanto [a] <* [¢], con lo cual concluimos
que =* es transitiva. Por ultimo, si [a] <* [b] y [b] 2* [a], entonces
a=by b=aydeahiquea~ by porlo tanto [a] = [b], lo cual
muestra que <* es antisimétrica.

Sabemos que a =< a para todo a € A, en particular si a € A’, de ahi que
a =’ a para todo a € A’, es decir, =’ es reflexiva. Las propiedades de
simetria y transitividad se verifican similarmente.

Algebras Booleanas

6.15

No, porque aunque se cumplen B1, B2, B4, B5 y la segunda ley distribu-
tiva, no se cumple la primera ley distributiva, por ejemplo: 1V (2A3) =
1+(2-3)=T7,pero (1V2)A(1V3)=(1+2)-(1+3)=3-4=12.



Orden en algebras Booleanas

6.17a=b = a=aANb = aVc=(aANb)Vec=(aVc)N(bVc)=2bVe
Por lo tanto a Ve <X bVe.

6.19 Sea b € B, arbitrario pero fijo. Como f es biyectiva existe un tnico
a € By tal que f(a) = b. Por lo tanto bV f(01)0f(a)V f(01) = f(aV0;) =
fla)=0b, ybA f(11)0f(a)A f(11) = f(aA1y) = f(a) = b. Por lo tanto
f(01) =02 y f(11) =12

Expresiones y funciones Booleanas

6.21
Ty | T | xg | | Vo | xhb Vs | (21 Vah) A(xhVxs)
111110 1 1 1
117 1]707]0 1 0 0
11011 1 1 1
O/ 110 0 1 0
110]0]1 1 1 1
0] 1,010 0 0 0
0O]0 110 0 1 0
0]0|0]1 1 1 1

6.23 f(x1, 20, 23) = (2] Axg Axsg) V () ANza A k) V(2] Axhy A xhy).

6.25 La tabla correspondiente a la expresién (z1 V x5) A x3 es:

x| o | 23 | (21 VTh) Axs
117111 1
11110 0
11071 1
011 0
110]0 0
0(110 0
001 1
01010 0

Por lo tanto la forma normal disyuntiva de la expresion es:

(x1 Aza Aag) V (x1 Axy Axs) V(2] Axh A xs).



6.27 B, tiene 2" elementos. Para cada elemento hay dos posibles valores, de
ahi que F,, tiene 22" = 4™ elementos.

Simplificacion de expresiones booleanas

6.29 Un rectdngulo es: (x1 AzaAzh)V (z AzhAxh) = x1 Axly. Otro rectdngulo
es: (x) Nxa Ax3) V() Axh Axs) = 2] A xs. Por lo que la expresién
booleana es: (x1 A x%) V (2] A x3).

6.31 El cuadrado representa la expresion x,, mientras que el rectangulo re-
presenta la expresion z, A x3. Por lo que la expresién booleana es:
/
xo V (T A x3).
Circuitos légicos

6.33

6.35 (b) (zVy AllxAy)Vzl=(xAy) V(rVy) Az



