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i Correcciones al Capitulo 3 de calculo Integral
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3.1.1 Area baijo la gréfica de una funcién

Ladefiniciondeareapresentadaenelcapitulo 1 propusoquesi f(x) > 0 paratodaxenunintervalo
cerrado a,b ,elareatotal delaregion limitadaporla graficadef, el ejexy lasrectas verticales

x ayx bson calculadas por Jb S (x)dx

3.1.1 Area baijo la gréfica de una funcién

Ladefiniciondeareapresentadaenelcapitulo 1 propusoquesi f(x) >0 paratodaxenunintervalo
cerrado a,b ,elareatotal delaregion limitadaporla graficadef, el ejexy lasrectas verticales

x ayx bes calculada por Jb S (x)dx
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Figura 3.1 Area tofal de una region.
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Figura 3.1 Area total de una region.
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IIT) Si la funcién es a veces positiva y a veces negativa en el intervalo, se calculan los
puntos de interseccion de la funcion con el eje x dentro del intervalo, y se calculan las integra-

. o . . b
les sucesivas utilizando los apartados anteriores, lo cual equivale a evaluar J | f(x) dx| dx

IIT) Si la funcion es a veces positiva y a veces negativa en el intervalo, se encuentran los
puntos de interseccion de la funcidon con el eje x dentro del intervalo, y se calculan las integra-

. o . . b
les sucesivas utilizando los apartados anteriores, lo cual equivale a evaluar j | f(x) dx| dx
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Solucion

La grafica de la funcion se muestra en la figura 3.6. Consta de una parabola en el in-
tervalo [—2,2] y una semicircunferencia de radio » 2 en el intervalo [2, 6].
La parabola tiene debajo de su curva el intervalo un area de signo positivo, mientras la se-
micircunferencia tiene un area de signo negativo.

Solucion

La grafica de la funcion se muestra en la figura 3.6. Consta de una pardbola en el in-
tervalo [—2,2] y una semicircunferencia de radio » 2 en el intervalo [2, 6].
La parabola tiene debajo de su curva un area de signo positivo, mientras la semicircunfe-
rencia tiene un area de signo negativo.
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Figura 3.7 Curva normal esténdar.
2
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X
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p(-2<x<1)=08186
Figura 3.7 Curva normal esténdar.
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g (x)=cos (2x)

Figura 3.14 Grdfica de curvas que se intersecan en dos puntos.
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Figura 3.14 Grdfica de curvas que se intersecan en dos puntos.
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Vamos a mostrar esto con el programa GeoGebra en el siguiente ejemplo.

Usando el software de apoyo se muestra la integral como un proceso de acumulacion.
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[ %6 -xxdx=1633
-3

B

T T T T
-4 -2 0 2 4 \6\

Figura 3.17 La integral definida como un proceso de acumulacién.
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Figura 3.17 La integral definida como un proceso de acumulacién.
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Figura 3.20
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= %xm +2;x€ [1,8]

Figura 3.20

Dice:

Sustituyendo en la definicion de longitud de arco

= 1+(‘ﬂ i [

:_[18 l+x_%dr:_[18 x}rldx

iy SR

L
1

Sustituyendo en la definicion de longitud de arco

s = Jj 1+(%)2dx =J‘18,/1+(x_;)2dx

:LS 1+x_%a’x=J.18 xi—;—ldx

"j%
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Ejemplo 3.15 Longitud de arco usando el software de apoyo
El texto debe de ir como se muestra:
La longitud resulta ser s 8.7250 unidades lineales.
Longitud de arco usando el software de apoyo
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Eje de revolucion

Figura 3.30 Elemento de drea representativo perpendicular al eje de giro.
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Eje de revolucion

Figura 3.30 Elemento de drea representativo perpendicular al eje de giro.
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Ejemplo 3.18 Eje de revolucién distinto de los ejes coordenados

Calcula el volumen del solido generado al hacer girar la region acotada por las graficas de
f(x)=8-x"yg(x)=2 entornoalarectay 4. Ver figura3.32.

Ejemplo 3.18 Eje de revolucién distinto de los ejes coordenados

Calcula el volumen del s6lido generado al hacer girar la regidon acotada por las graficas de
f(x)=8-x"y g(x)=4 entornoalarecta y 4. Ver figura 3.32.
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Finalmente, integrando entre -2 y 2 obtenemos el volumen:
_ b 2 _ 1 _ ) 2
V= nL [R(x)] dx = TEJ_I[4 X ] dx
[ 682 +x*)de=n|4 S|
=7 -8x"+x)dx=m|4x——+—
-1 35,

512
=—n
15

Finalmente, integrando entre -2 y 2 obtenemos el volumen:

V= thj [R(x)]2dx = nJ._ll[4— x ]zdx

3 572
=ch2 (16-8x" +x)dr = 1t| 163 — S 4
= 305,
512
=—n
15
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4]
=z_(l—%)—(°—%ﬂ

b
=z_(l-%)-(°-%ﬂ
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Calcula el volumen del solido que se genera cuando la region comprendida entre las graficas
de x = \7; +2, x 0,y 0,x 4y giraalrededor del eje y.

Solucion
La figura 3.38 muestra la region en cuestion y el sélido generado.

y
4
v
3 A x
2_
| AXx
0 X
0 1 2 3 4 x
8

Figura 3.38 Regién con limite.

Calcula el volumen del solido que se genera cuando la region comprendida entre las graficas
de y= \/; +2,x 0,y 0,x 4y giraalrededor del eje y.

Solucion
La figura 3.38 muestra la region en cuestion y el sélido generado.

y
4
v
3 Ay
2_
A
1 Y -6
0 X
0o 1 2 3 4 .
8

10
Figura 3.38 Regién con limite.
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En este ejemplo, la expresion que determina el volumen no puede construirse en una sola
integral dado que la region R que gira alrededor del eje y tiene en (0 < y <2 su frontera
pegada al eje, en tanto, en 2 < y < 4, la gréfica se separa del eje y, por lo que deberan com-
binarse el método de discos con el de arandela de la manera siguiente:

= [sonTaexf flson] -[ron] o

Método de discos Método d::rarandelas

~n[ [T \[aT =[] o
— [ 16dy+ 7] 16- (v =4y +4) |av

4
2
2 y 8 3
=7r[16y]0+77:|:12y—7—§y2}
2

=ﬁ(32)+ﬂ[48—8—%—24+2+£\/5}

3
86 16
(86,15 5]
=113.7544

El volumen es de 113.754 unidades cubicas.
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En este ejemplo, la expresion que determina el volumen no puede construirse en una sola
integral dado que la region R que gira alrededor del eje y tiene en (0 < y <2 su frontera
pegada al eje, en tanto, en 2 < y <4, la grafica se separa del eje y, por lo que deberdn com-
binarse el método de discos con el de arandela de la manera siguiente:

o] et o] s o

Método de discos Meétodo de arandelas

=n [4] dy+n j;{[4]2 (- 2)2]2}dy

- n_[ozl6dy+1t_[:[l6—(y2 —4y+4)2]dy

= 16dy+n] [16- (v -8y +24)* =32y +16)|dy

- nj:16dy+nj;(—y4 +8y° ~24) +32y)dy
5 4
= n[l6y]z +1'c[—y?+2y4 -8y’ +16y2]
2

2)

=n(32)+nM—@+2(4)“—8(4)3+16(4)2]—(—(T+2(2)“—8(2)3 +16(2)2H

= 32n+n[@—g}
5 5
288
=—"
5
~180.96

El volumen es de 180.96 unidades cubicas.
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(2]
T4 3 9 .
=— I+—y"d
Lt

J‘37 64 \/_dy
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limite inferior limite superior

r 3 37
_4m\2 5
93" |
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27 4
~204.0436
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S 27zj2 (8 j dy

9 4 36 3
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37 64
J. \/—dy u:1+%(2)4:$ y u:]+69—4(4)4:37
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- 37
dr| 2 =
=—1|<u
93" |s
i 3
8 3 13
=22 (37) -
27 4
=204.0436
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~Ejemplo 3.31 Area superficial forma alternativa

Para el caso de la funcién del ejemplo 3.31, con f (x)=23/; y f'(x)= %/— la
integral también puede formularse como: 3x

= Ejemplo 3.31 Area superficial forma alternativa

Para el caso de la funcién del ejemplo 3.31, con f (x)=23/; y f'(x)= ; la
integral también puede formularse como: 3\/x—
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— Definicién 3.10 Integrales impropias de segunda especie

I) Sifes continua en el intervalo [a,b] y tiene una discontinuidad infinita en b, entonces
[ rode=tim [ (s
IT) Sifes continua en el intervalo [a,b] y tiene una discontinuidad infinita en a, entonces
b b
[ e =1im [ f(x)ax

II1) Si f'es continua en el intervalo [a,b] excepto para algun ¢ € (a,b) en que ftiene una dis-
continuidad infinita, entonces

[ feae= " rnds+ [ fds

EnloscasosI)yll)laintegral impropiaconverge siempre que el limite exista, de otra forma
diremos que la integral impropia diverge. En el caso III) la integral impropia de la izquierda
diverge si alguna de las integrales impropias de la derecha diverge.
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— Definicién 3.10 Integrales impropias de segunda especie

I) Sifes continua en el intervalo [a,b) y tiene una discontinuidad infinita en b, entonces
b c
[ fdx= lim [ 7 (x)ex
II) Sifes continua en el intervalo (4,5] y tiene una discontinuidad infinita en a, entonces
b . b
[ fGdx=1im [ f(x)d

IIT) Si f'es continua en el intervalo [a,b] excepto para algun ¢ € (a,b) en que ftiene una dis-
continuidad infinita, entonces

b c b
[ rodc= [ fyde+ [ f(x)
EnloscasosI)yIl)laintegral impropiaconverge siempre que el limite exista, de otra forma

diremos que la integral impropia diverge. En el caso III) la integral impropia de la izquierda
diverge si alguna de las integrales impropias de la derecha diverge.
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Despejando el centro de masa del sistema se llega a

n n
Z X;m, z X;m;
_)? _i=1 _ =1
= iz ==
2 m;

Despejando el centro de masa del sistema se llega a
n n
Z Xim; z Xih;
- — =l _ =l
X =" =
m
S
1
i=1
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= Ejemplo 3.50 Trabajo por una fuerza variable

Considera una particula desplazandose sobre el eje x por accion de una fuerza variable

f(x)=x>—4x+4 expresada en Ibs. Si la particula se mueve desde el punto x = 1 pie hasta
x = 4 pies por accion de la fuerza, calcula el trabajo realizado.

Solucion
Por la definicion de trabajo tenemos que

W= Jf(xz —4x+4)dx
=1x'-2x +4x|

=9—18+12—%+2—4

2

3

= Ejemplo 3.50 Trabajo por una fuerza variable

Considera una particula desplazandose sobre el eje x por accion de una fuerza variable

f(x)=x>—4x+4 expresada en Ibs. Si la particula se mueve desde el punto x = 1 pie hasta
x =3 pies por accion de la fuerza, calcula el trabajo realizado.

Solucion
Por la definicion de trabajo tenemos que

W= f(xz —4x+4)dx

3
3 2
=1x"—2x +4x|l

—~

9—18+12)—G—2+4)

w | o
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