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F = [(AB)/(AC)/(AD)

F=AB+AC + AD

©

Boole interpreto su sistema a la manera
aristotélica, como un dlgebra de clases y
de sus propiedades, y al hacerlo amplio
la antigua I6gica de clases y la liber¢ de
los limites del silogismo.

Martin Gardner

Objetivos

. Aprender a simplificar expresiones booleanas usando teoremas del algebra booleana.
. Aprender a simplificar expresiones booleanas por medio de mapas de Karnaugh.
. Representar expresiones booleanas por medio de bloques logicos.
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/ George Boole
(1815-1864)

Fue un matematico britdnico que es
considerado como uno de los fundado-
res de las ciencias de la computacién debi-
do a su creacién del dlgebra booleana, la
cual es la base de la aritmética computa-
cional moderna.

Con una formaciéon autodidacta, Boole
fue profesor a la edad de 16 afios y a par-
tir de 1835 comenz6 a aprender matema-
ticas por si mismo. En este periodo
estudio los trabajos de Laplace y Lagran-
ge, comenzo a estudiar algebra y en el
Transaction of the Royal Society publico
Aplicacion de métodos algebraicos para
la solucion de ecuaciones diferenciales,
trabajo por el cual recibi6 la medalla de la
Real Sociedad.

En 1849 Boole ocupd una catedra de
matematicas en el Queens College, y per-
manecio en este puesto por el resto de su
vida. En 1854 publicé Las leyes del pen-
samiento, obra en la que plantea la légica
en términos de un algebra simple que se
conoce como algebra booleana y que
se aplica en la ciencia de la computacién
y en el analisis de circuitos.

Otras areas de interés de Boole fueron
las ecuaciones diferenciales en relacion
con las cuales escribié Tratado en ecua-
ciones diferenciales
que public6 en 1859,
el cédlculo de las di-
ferencias finitas que
expuso en Tratado
sobre el calculo de
las diferencias fini-
tas publicado en
1860, y los métodos
generales en proba-
bilidad.
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5.1 Introduccidén

El algebra booleana fue desarrollada por George Boole y en su libro An
Investigation of the Laws of Thought, publicado en 1854, muestra las he-
rramientas para que las proposiciones logicas sean manipuladas en forma
algebraica. Debido al caracter abstracto de sus principios no tuvo una apli-
cacion directa sino hasta 1938 en que la compania de teléfonos Bell de Es-
tados Unidos la utilizé para realizar un andlisis de los circuitos de su red
telefénica. En ese mismo afio Claude E. Shannon, entonces estudiante de
postgrado del Instituto Tecnolégico de Massachussets, a partir del algebra
de Boole creo la llamada algebra de conmutacion para representar las pro-
piedades de conmutacion eléctrica biestables, demostrando con esto que el
algebra booleana se adapta perfectamente al diseno y representaciéon de
circuitos logicos de control basados en relés e interruptores.

Los circuitos l6gicos de control tienen una gran importancia ya que las
computadoras, los sistemas telefénicos, los robots y cualquier operaciéon
automatizada en una empresa, son algunos de los ejemplos de la aplicacion
de éstos y del algebra booleana.

Una sefal es la representacion de informacioén, y puede aparecer en forma
de valor o de una cadena de valores de una magnitud fisica. Existen prin-
cipalmente dos clases de sefales: analdgicas y digitales.

La sefal analdgica tiene como caracteristica principal el continuo cambio
de magnitud, de la misma manera que una corriente eléctrica y una presion
de gas.

En la senal digital los posibles valores de tensiéon estan divididos en un nu-
mero infinito de intervalos, a cada uno de los cuales esta asignado un valor
o una cadena de valores como informacion. Una sefial digital puede obtener-
se de una manera analégica asignando ciertos umbrales de sensibilidad.

La sefal binaria es una sefial digital con so6lo dos valores posibles: conec-
tado-desconectado, verdadero-falso, 1-0.

5.2 Expresiones booleanas

El algebra booleana trabaja con sefales binarias. Al mismo tiempo una
gran cantidad de sistemas de control, también conocidos como digitales,
usan sefiales binarias y éstas son un falso o un verdadero que proviene de
sensores que mandan la informacion al circuito de control, mismo que
lleva a cabo la evaluacion para obtener un valor que indicara si se lleva a
cabo o no una determinada actividad, como encender un foco, arrancar un
equipo de ventilacion en un cine o ejecutar una operacién matematica en
una computadora.
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Los sensores pueden ser “Opticos”, como los que se usan en tiendas de-
partamentales (de proximidad); “magnéticos”, como los que permiten
detectar armas en aeropuertos; de “temperatura”, como los que utiliza un
sistema de calefaccion, los refrigeradores o bien el mismo termostato que
controla el sistema de enfriamiento del motor de un vehiculo; de “nivel”,
ya que un flotador como el que tiene un tinaco o una cisterna para contro-
lar la cantidad de agua, es un sensor que puede mandar informacion a un
circuito de control.

En cada uno de estos grupos de sensores existen tipos, tamafios y mode-
los, de acuerdo con el uso y funcionamiento, de forma que existen infra-
rrojos, laser, fotoeléctricos y de ultrasonido, entre otros.

Para resolver un problema practico en el cual se desea automatizar un
proceso, es necesario realizar un analisis detallado de lo que se quiere
lograr asi como de los tipos de sensores necesarios para obtener las sefia-
les. Una vez que se conoce esto se plantea el funcionamiento del circuito
légico en una expresion matematica, la cual recibe el nombre de funcién
booleana, y cada una de las variables de que estd integrada esta fun-
cion representa un sensor que provee al circuito de una sefal de entrada.

Ejemplo 5.1. Supongase que en una industria refresquera se
desea que un sistema automatico saque de la banda de transpor-
tacién un refresco que no cumple con los requisitos minimos de
calidad, y que para esto se cuenta con cuatro sensores en dife-
rentes puntos del sistema de transportacion para revisar aspectos
importantes de calidad. Supéngase ademas que los sensores son
A, B, Cy Dy que el sistema F sacara al refresco si los sensores
emiten el siguiente grupo de senales:

|~ |o|lo|lo|o|o|o|jo|o|r
OOl |k, |,r|lO|CO|OC|OC|WH
o|lo|r |, |lojlo|~r|—r|lo|o|n
—|O|— Ol |O|—r|O|—|O|d
| O|0O|0O(0O ||, |O|—|O|H
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’ Claude Elwood Shannon
(1916-2001)

Ingeniero eléctrico y matematico esta-
dounidense, es considerado como el fun-
dador de la teoria de la informacion.

En 1936 obtuvo los titulos de ingenie-
1o electricista y matematico, y ese mismo
afio comenzo a desempeifarse como asis-
tente de investigacion en el departamen-
to de ingenieria eléctrica en el Instituto
de Tecnologia de Massachusetts (MIT),
en donde trabajo en el computador analo-
gico mas avanzado de ese tiempo (Van-
nevar Bush’s Differential Analyzer).

En esta época surgioé su interés por
los circuitos de relevadores complejos e
intentando simplificar sistemas telefoni-
cos de relés se dio cuenta de que éstos
podian usarse para hacer calculos. Com-
binando esto con su gusto por la logica y
el dlgebra booleana pudo desarrollar esta
idea durante el verano de 1937, que paso6
en los laboratorios Bell en la ciudad de
Nueva York.

En su tesis de maestria demostré que
el algebra booleana se podia utilizar en el
analisis y la sintesis de la conmutacion de
los circuitos digitales. La tesis desperto
mucho interés cuando aparecié en 1938
en las publicaciones especializadas, y un
cuarto de siglo mas tarde H. H. Goldstine
la cité en su libro “Las computadoras
desde Pascal hasta Von Neumann” y la
calificé como una de las aportaciones teo-
ricas fundamentales que ayudé a cambiar
el disefno de los circuitos digitales.

Shannon pasé quince afnos en los labo-
ratorios Bell y durante este periodo traba-
j6 en muchas areas, siendo lo mas notable
todo lo referente a la teoria de la informa-
ciéon, un desarrollo que fue publicado en
1948 bajo el nombre de “Una Teoria
Matematica de la Comunicaciéon”. En
este trabajo demostré que todas las fuen-
tes de informacion (telégrafo eléctrico,
teléfono, radio, la gente que habla, las
camaras de television, etc.) se pueden
medir y que los canales de comunicacion
tienen una unidad de medida similar.
Mostré también que la informacién se
puede transmitir sobre un canal si, y sola-
mente si, la magnitud de la fuente no
excede la capacidad de transmision del
canal que la conduce, y sento las bases
para la correccion de errores, supresion
de ruidos y redundancia.

En el area de las computadoras y de la
inteligencia artificial, en 1950 publicé un
trabajo que describia la programaciéon de
una computadora para jugar al ajedrez,
convirtiéndose en la base de posteriores
desarrollos.

Claude Elwood Shannon fallecio el 24
de febrero del afio 2001, a la edad de 84
anos, después de una larga lucha en con-
tra de la enfermedad de Alzheimer.
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El &lgebra booleana es un sistema al-
gebraico que consiste en un conjunto
B que contiene dos o mas elementos
y en el que estan definidas dos opera-
ciones, denominadas respectivamen-
te “suma u operaciéon OR” (+) y
“producto u operacion AND” (-), las
cuales satisfacen las siguientes pro-
piedades:

1) Existencia de neutros. En B exis-
ten el elemento neutro de la suma
(0) y el elemento neutro del pro-
ducto (1), tales que para cualquier
elemento x de B:

X+0=x X-1=x

2

~

Conmutatividad. Para cada x, y
en B:

X+y=Yy+X X-y=y-X

3

~

Asociatividad. Para cada x, y, z
en B:

X+(y+2)=(X+y)+z
X-(y-2)=(x-y)z
Distributividad. Para cada x, y, z
en B:

4

~

X+ 2)=X+y) - (x+2)
X (y+2z)=(X-y)+(x-2)

5) Existencia de complementos.
Para cada x en B existe un elemen-

to X/, llamado complemento de x,
tal que:

X+x =1 X X =0
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A
R|m || |O|lO
= | =, OO |-
= |lo|lmr|lO|~|O

OO |O|O |~ |-

La funcion booleana que equivale a la tabla de verdad anterior
es:

F=A'B’C'D+ A’B’CD + AB’C'D + AB’'CD + AB’CD’
Esto implica que el refresco sera extraido de la banda de transpor-

tacion en cualquiera de los siguientes casos, ya que para cualquie-
ra de ellos se tiene que F = 1:

A=0, B=0, C=0,D=1
A=0, B=0, C=1,D=1
A=1, B=0, C=0,D=1
A=1 B=0, C=1,D=1
A=1, B=0, C=1,D=0

La funcién booleana indica solamente los casos en donde el refres-
co serd extraido, pero existen varios casos mas en donde se deja-
14 pasar porque cumple con los requisitos minimos de calidad.

Se puede decir que en general una expresion booleana es un sistema de
simbolos que incluyen 0, 1, algunas variables y las operaciones légicas.

5.3 Propiedades de las expresiones booleanas

Las expresiones booleanas poseen las siguientes propiedades:

a) Estan compuestas de literales (A, B, C, ...) y cada una de ellas
representa la sefal de un sensor. Un ejemplo es F = A’'BD +
AB’CD.

b) El valor de las sefales o de la funcion soélo puede ser 0 o 1, falso
o verdadero.

c¢) Ademads de literales, en la expresion booleana se puede tener el
valor de 0 o 1. Por ejemplo: F = A’'BD1 + AB’CD + 0.
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d) Las literales de las expresiones booleanas pueden estar conec-

e)

tadas por medio de los operadores 16gicos And (A), Or (v) y Not
(). El operador And es una multiplicacion légica que se indica
por medio de un paréntesis, un punto o simplemente poniendo
juntas las variables que se multiplican, por ejemplo el producto
de A y B se expresa como (A)(B) =A - B=AB; el Or es una suma
légica que se indica con el signo +; y el operador Not es el com-
plemento o negacién de una senal que se indica por un apostro-
fo (). En la siguiente expresion se muestra la forma en que se
representan los operadores:

F=A'BD1+AB'CD+0
=A'ABADAIVAAB ACADVO

Es posible obtener el valor de una expresioén booleana sustitu-
yendo en cada una de las literales el valor de 0 0 1, teniendo en
cuenta el comportamiento de los operadores légicos. En las si-
guientes tablas se muestra la manera en la que se aplica esta
propiedad:

And Or Not
A|B|AAB=AB A/ B| (AvB)=A+B Al A
111 1 111 1 110
110 0 110 1 01
0|1 0 01 1
0|0 0 0|0 0

f)

Hay que tener presente que en algebra booleana:

1+1=1
1+1+1=1
0+1=1
0+0=0

ya que el valor maximo es 1.

Ademas de las operaciones basicas, también es posible aplicar
la ley de De Morgan de forma semejante a como se aplica en
teoria de conjuntos. El siguiente ejemplo muestra la aplicacion
de esta propiedad:

(ABCD) =A’ + B’ +C’ + D’
(A+B+C+Dy=A'B'C'D’
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Teoremas del
— algebra booleana

v

A partir de las propiedades de las ope-
raciones del algebra booleana se pue-
den demostrar los siguientes teoremas.
1) Teorema 1. Idempotencia.

X+ X=X X X=X

2) Teorema 2. Identidad de los ele-
mentos 0y 1.
x+1=1 x-0=0

3) Teorema 3. Absorcion.

X+ (X y)=X
X+ (X+y)=X

4) Teorema 4. Complemento de 0
yi.
0'=1 1"=0

5) Teorema 5. Involucion.

(xX) =x
6) Teorema 6. Leyes de Morgan.

x+y)=x"-y x-y)y=x+y

ALFAOMEGA
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5.4 Optimizacion de expresiones booleanas

Cuando se plantea un problema, en general la expresion booleana obteni-
da no necesariamente es la 6ptima, esto es, la mas facil, clara y sencilla de
implementar utilizando compuertas logicas. La expresion que resulta del
planteamiento del problema puede ser simplificada empleando para ello
teoremas y postulados del algebra booleana o bien mapas de Karnaugh.

5.4.1 Simplificacion de expresiones booleanas mediante
teoremas del algebra de Boole

Los teoremas que se van a utilizar se derivan de los postulados del algebra
booleana, y permiten simplificar las expresiones légicas o transformarlas
en otras que son equivalentes. Una expresion simplificada se puede imple-
mentar con menos equipo y su circuito es mas claro que el que correspon-
de a la expresion no simplificada.

A continuacioén se presenta una lista de teoremas, cada uno con su
“dual”.

Tabla 5.1 Teoremas del dlgebra de Boole

Numero Teorema Dual
la. 0A=0 1+A=1
2a. 1A=A 0+A=A
3a. AA=A A+A=A
4a. AA'=0 A+A =1
5a. AB=BA A+B=B+A
6a. ABC =A(BC) A+B+C=A+(B+0C)
7a. (AB..ZY =A"+B +.+7Z (A+B+..+2)=AB..7Z
8a. AB+AC=AB+0(C) (A+B)A+C)=A+BC
9a. AB+AB =A (A+B)A+B)=A
10a. A+AB=A AA+B)=A
11a. A+A'B=A+B A(A’+B)=AB
12a. CA+CA'B=CA+CB (C+A)C+A’+B)=(C+A)(C+B)
13a. AB+A'C+BC=AB+AC (A+B)A’+C)(B+C)=(A+B)(A"+C)
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En esta tabla A representa no soélo una variable, sino también un término
o factor, o bien una expresion.

Para obtener el “dual” de un teorema se convierte cada 0 (cero) en 1 (uno)
y cada 1 (uno) en 0 (cero), los signos mas (+) se convierten en paréntesis,
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puntos o simplemente no se ponen, y los puntos en signos mas (+). Ademas
de esto, las variables no se complementan ya que al hacerlo se obtendria
el complemento en lugar del dual.

Por otro lado, los teoremas 1 a 4 se aplican en cualquier caso y los teore-
mas 5 a 9 son propiedades que tiene el dlgebra booleana, semejantes a
las reglas de conjuntos correspondientes a las propiedades conmutativa,
asociativa y de De Morgan. Por lo general los teoremas 11 a 13 se aplican
en combinacioén, dependiendo de la expresion booleana.

La aplicacion de los teoremas es muy sencilla: simplemente se comparan

partes de la expresion con los teoremas que permitan hacer mas simple
la expresion, y esto se realiza hasta que ya no sea posible simplificar.

Ejemplo 5.2. Para simplificar la expresion booleana
F=A'B+ (ABC) +C(B"+A)
los teoremas de la tabla 5.1 se aplican de la siguiente manera:

F=AB+(ABC) + C(B’' + A)

F=AB+A’"+B"+C"+C(B"+A) Después de aplicar 7a.
F=AB+A'"+B"+C"+CB + CA Por 8a a la inversa
F=AB+A’+B"+CB"+C"+CA Por ba.
F=A'B+1)+B(1+C)+C" +CA Por 8a.
F=A"1+B1+C +CA Por 1b.
F=A"+B"+C'+CA Por 2a.

F=A"+B' +C' +A Por 11a.
F=(A+A)+B +C Por ba.
F=(1+B)+C Por 4b.

F=1+C Por 1b.

F=1 Por 1b.
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La expresion booleana en su forma mas simple es F = 1, y este resultado
indica que si se sustituyen las diferentes combinaciones con los valores
binarios 0 o0 1 de las variables A, B y C en la expresion inicial, entonces el
resultado sera siempre igual a 1 (lo que se conoce en légica matematica

como tautologia).

ALFAOMEGA
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En general luego de un proceso de simplificaciéon el resultado no siempre
es 1, en cambio lo que se espera es obtener una expresion mas simple
conformada por menos variables.

Ejemplo 5.3. La simplificaciéon de la expresion booleana

F=7ZX+XYZ+XZW

es la siguiente:

ALFAOMEGA

F=7ZX+XYZ+XZW

F=72(X+XW)+XYZ Por 8a
F=2'(X+W)+ XYZ Por 11a
F=Z2X+7ZW + XY'Z Por 8a, a la inversa
F=X(ZY +Z')+ZW Por 8a

F=X(Z +Y)+2W Por 11a

F=XZ'+XY' +Z'W

Por 8a, a la inversa

En los ejemplos anteriores se utilizé un teorema a la vez, y esto se hizo
para que no haya confusion en la aplicacion de los mismos. Obviamente
que cuando va se tiene suficiente practica, se pueden aplicar varios teore-
mas a la vez. Tampoco es necesario indicar qué teorema se usa, sin em-
bargo aqui se hace para ilustrar la simplificacion.

Comprensiblemente las expresiones booleanas a simplificar son el resul-
tado del planteamiento de un problema que se busca resolver, tal y como
se ilustro al inicio del capitulo con la funcién booleana

F=A'B'C’'D+ A’'B'CD + AB'C’'D + AB’'CD + AB’'CD’

Comunmente este tipo de expresiones booleanas son factibles de ser sim-
plificadas, como se muestra a continuacioén:

F=A’B’C’'D + A’'B'CD + AB'C'D + AB'CD + AB'CD’
F = A’'B'D(C’ + C) + AB'D(C’ + C) + AB'CD’
F=A’BD + ABD + AB'CD’

F=BD(A’ + A) + AB'CD’

F=BD + ABCD’
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F=B'(D + D’AC)
F=B'(D + AC)
F=BD+ABC

Es conveniente mencionar que con las funciones booleanas se pueden
elaborar circuitos equivalentes tanto con la funcién booleana simplificada
como con la que se obtuvo inicialmente, sin embargo el circuito l6gico de
la funcién booleana sin simplificar sera mas grande, complejo y usara mas
equipo electréonico en su implementacion.

5.4.2 Simplificacion de expresiones booleanas usando mapas
de Karnaugh

El método del mapa de Karnaugh es un procedimiento simple y directo
para minimizar las expresiones booleanas, y fue propuesto por Edward W.
Veitch y modificado ligeramente por Maurice Karnaugh.

El mapa representa un diagrama visual de todas las formas posibles en
que se puede plantear una expresion booleana en forma normalizada. Al
reconocer varios patrones se pueden obtener expresiones algebraicas
alternas para la misma expresiéon, y de éstas se puede escoger la mas
simple, la cual en general es la que tiene el menor numero de variables
ademas de que esta expresion posiblemente no sea unica.

Las tablas o mapas se dividen en cierto numero de casillas, dependiendo
de la cantidad de variables que intervengan en la expresion. El nume-
ro de casillas se puede calcular con la férmula

numero de casillas = 2"
en donde n es el numero de variables. Asi a una expresion de 2 variables
le correspondera un mapa de 4 casillas, a una de 3 variables un mapa de
8 casillas y asi sucesivamente.
Un minitérmino es aquel que forma parte de la expresion y que se puede
escribir de la manera mas simple formando lo que se conoce en algebra
elemental como un monomio.
Por ejemplo, la expresiéon

F=XY+XY

consta de dos minitérminos, XY y XY, y como se muestra a continuacién

en las casillas respectivas de la tabla correspondiente se pone un 1 si el
minitérmino se encuentra en la expresiéon o un 0 si no esta:
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I Maurice Karnaugh

Fue Ingeniero de telecomunicaciones
estadounidense graduado en la universi-
dad de Yale en 1952 y director emérito
del ICCC (International Council for Com-
puter Communication). Trabajé como
investigador en los Laboratorios Bell des-
de 1952 a 1966 y en el centro de investi-
gacion de IBM de 1966 a 1993, desde
1975 es miembro del IEEE (Institute of
Electrical and Electronics Engineers) por
sus aportaciones sobre la utilizacion de
métodos numeéricos en las telecomunica-
ciones y es el creador del método tabular
o0 mapa de Karnaugh.

Un mapa de Karnaugh (también cono-
cido como tabla de Karnaugh o diagrama
de Veitch, abreviado como K-Mapa o KV-
Mapa) es un diagrama utilizado para la
minimizacion de funciones algebraicas
booleanas y consiste en una serie de cua-
drados cada uno de los cuales representa
una linea de la tabla de verdad. Puesto
que la tabla de verdad de una funcién de
N variables posee 2N filas, el mapa K
correspondiente debe poseer también 2N
cuadrados. Cada cuadrado contiene un 0
o un 1, dependiendo del valor que toma
la funcion en cada fila. Las tablas de Kar-
naugh se pueden utilizar para funciones
de hasta 6 variables.
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Y
X 0 1
0 0 1
1 0 1

Para simplificar la expresion, en la tabla se agrupan los 1 de casillas adya-
centes en bloques cuadrados o rectangulares de 2, 4, 8, 16,..., 2" y se des-
cartan las variables cuyo valor, 1 o 0, cambia de una casilla a otra. La regla
es agrupar la informacién con el menor numero posible de bloques ya que
de cada uno de éstos se obtiene cuando menos una literal, y los bloques
deben estar conformados por el mayor numero de casillas porque entre
mas grande sea el numero de casillas agrupadas por bloque, méas simple
sera la expresiéon booleana resultante.

En el mapa anterior la variable X no conserva su valor ya que en la prime-
ra linea vale 0 y en la segunda 1, por lo tanto se elimina. Sin embargo, Y
mantiene el valor de 1 en ambas casillas, ya que en este caso el bloque que
agrupa la informacién se encuentra solamente en la columna de la derecha.
De esta forma se obtiene que la expresion simplificada del mapa de Kar-
naughesF=Y.

Como se ve, la simplificacion anterior consiste en la aplicacion de los pos-
tulados del algebra booleana, pero de manera grafica.

Para simplificar una expresion que incluye tres variables se tiene que el
mapa consta de 8 casillas. Hay que observar que la secuencia en que se
coloca la expresion en la tabla no es la binaria ascendente, sino una de
forma que solamente exista un cambiode 0a 1 ode 1 a0 alavez, esto es,
una en la que no debe cambiar mas que un bit en cada paso. A esta forma
de arreglar los bits se le llama cédigo reflejado.

Ejemplo 5.4. Representar en un mapa de Karnaugh y determinar la
expresion booleana simplificada de:
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La solucion es la siguiente:

YZ
X 00 01 11 10

En este caso se forman dos bloques, mismos que permiten eliminar una
variable en cada uno de ellos de forma que la expresion simplificada es:

F=XY'+YZ

En general se tiene que cuando el numero de variables que integran la
expresion booleana es impat, el numero de filas del mapa es menor que el
numero de columnas. También es conveniente ordenar las variables alfa-
béticamente colocando las primeras variables como filas y las restantes
como columnas.

Ejemplo 5.5. Como se muestra en el siguiente mapa, un 1 de una celda
puede estar contenido en mas de un bloque.

YZ
X 00 01 11 10
0 1 1
1 1 1 1

En el caso de esta tabla se tiene que la expresion booleana sin simplifi-
car es:

F=XY7Z+XYZ+XYZ+XYZ+ XYZ
la cual ya simplificada queda como:

F=72+XY
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En el ejemplo anterior se formaron dos bloques, y en el mayor se eliminaron
las variables X, Y debido a que de una casilla a otra cambian de valor.
Ademas se observa que entre mas grande sea el bloque, la expresion re-

sultante es menor.

Si en un mapa de Karnaugh se unen los dos extremos, ya sea horizontal o
verticalmente, entonces las celdas de las esquinas del mismo quedaran
juntas y por lo tanto se consideraran como celdas adyacentes. Esto permi-

te realizar una mejor simplificacion.

Ejemplo 5.6. Simplificar la siguiente expresion booleana:
F=WZX+WZXY7Z+WZXYZ+WXYZ + WX'YZ +WX'YZ

Como se ve, no siempre la expresion original tiene todas las variables en
cada uno de sus minitérminos. En donde es asi, el minitérmino equivale a
las variables que se dan inicialmente, en este caso WX’ juntamente con
todas las posibles combinaciones de las variables faltantes:

WX =WXYZ+WXYZ+WXYZ + WXYZ

Después se colocan los unos en las celdas correspondientes y se procede
a realizar la agrupacion y simplificacion de los bloques.

YZ
WX 00 01 11 10
00 1 1 1 1
01 1 1
11 1

10 1 1

Hay que observar como cada uno de los bloques tiene cuando menos un 1
que es exclusivo de €l. Ademas se tienen dos bloques de 4 celdas adyacen-
tes, uno de ellos enmarcado en un cuadrado mientras que al otro lo conforman
las esquinas del mapa, y en cada uno de ellos se eliminan 2 variables. Apar-
te de esto, se tiene un pequeno bloque de dos celdas.
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La funcién simplificada queda como sigue:

F=X7+WZ+WYZ

/ \

Del bloque de las esquinas Del bloque de 2 celdas
Del cuadrado de 4 celdas

Ejemplo 5.7. Usando mapas de Karnaugh es posible simplificar la ex-
presion booleana

F=A'B’'C’'D + A’'B'CD + AB’C’'D + AB’CD + AB’CD’

que resulté del problema de la embotelladora planteado al principio del
capitulo.

En este caso se tiene la siguiente tabla:

CD
AB 00 01 11 10
00 1 1
01
11
10 1 1 1

La expresion simplificada es:

F=BD+ ABC
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Ejemplo 5.8. Simplificar la expresion booleana
F=A'B'C’'D + A'B'C + CD + AB’CD + AB’CD’

y obtener la expresion simplificada en sumas de productos y en productos
de sumas.

Primero que nada se sabe que:

A’B’C=A’B’CD’ + A’'B’'CD
CD = A’'B’CD + A’BCD + ABCD + AB’'CD
Usando la informacioén, tanto los minitérminos que se complementaron con

variables como los inicialmente completos, se tiene el siguiente mapa de
Karnaugh:

CD
AB| 00 01 11 10
00 1 1 1
01 1
11 1
10 1 1

Hay que observar como un 1 puede estar considerado en diferentes bloques,
como ocurre con el que estd en la posicion 0011.

En este mapa se tienen nuevamente 3 bloques, 2 de cuatro celdas y 1 de
dos. Eliminando los que cambian de valor de una celda a otra se tiene
que:

F=B'C+CD+A'BD

Esta es la expresion booleana simplificada en sumas de productos.
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En el caso del “producto de sumas” se utiliza el mismo mapa de Karnaugh,
pero en las celdas vacias se colocan ceros y se agrupa la informacion de
manera semejante a cuando se tienen unos, como se muestra en el siguien-
te mapa:

CD
AB| 00 01 11 10

o T -
] U= e
—O©

11 |0 0

o il S———

La informacion se agrupo en este caso en cuatro bloques de 4 celdas cada
uno de ellos, y para evitar confusiones en su lectura se le asigné una letra
a cada bloque de tal forma que se obtiene la siguiente expresién comple-
mento debido a que se usaron las celdas de ceros y no las de unos:

F'=CD’+BD’+ BC'+ AC’

El asignarle una letra o numero a un bloque permite ordenar mejor el re-
sultado de tal forma que el primer término C’D’ es la lectura del bloque “a”,
BD’ lo es del bloque “b” y asi sucesivamente. El orden en que se asigne la
letra no es importante, ya que puede variar de persona a persona.

Complementando ambos miembros de la expresion booleana resulta que:
(F’Y =(C'D’ + BD’ + BC’ + AC’Y
Aplicando ahora la ley de De Morgan:
F=(C+D) (B +D) (B +C)(A"+C)

Esta es la expresién booleana simplificada en productos de sumas.

Hay que observar que no es igual la expresion booleana simplificada en
sumas de productos que la que se obtuvo en productos de sumas, sin
embargo se puede decir que son légicamente equivalentes. Esto se puede
demostrar usando teoremas del algebra booleana o bien elaborando las
tablas de verdad correspondientes.
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A medida que crece el numero de variables de la expresion booleana, se
hace mas complicado el mapa de Karnaugh ya que el numero de celdas
esta dado por 2". Un mapa de 5 variables es equivalente a dos mapas de
4, como se muestra a continuacion.

CDE
AB 000 001 011 010 110 111 101 100

- [ N
. - .
B I\

10 X 2 3 5

Cuanto crece el mapa, también se ve incrementada la cantidad de celdas
adyacentes para agrupar la informacién. Por ejemplo, en un mapa de 4
variables una celda es adyacente a 4 celdas, mientras que en un mapa de
5 variables cada celda tiene 5 celdas adyacentes y asi sucesivamente. En
el mapa anterior la celda con sombreado oscuro es adyacente a las b celdas
con sombreado mas claro, la celda con la letra X es adyacente a las celdas
numeradas con 1, 2, 3, 4, b, de tal manera que cada celda se puede agrupar
para formar un bloque de dos casillas, con cinco celdas mas.

CDE
AB | 000 001 011 010 110 111 101 100

- N\

01

. N\
R
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En el mapa anterior el par de celdas con sombreado oscuro se pueden
agrupar con las celdas de sombreado claro para formar un bloque de 4
casillas. Obsérvese como la frontera entre los dos mapas de 4 actua como
espejo.

Ejemplo 5.9. Considérese el siguiente mapa de Karnau, y a partir de él
determinese la expresién booleana simplificada en sumas de productos y
productos de sumas.

CDE
AB 000 001 011 010 110 111 101 100
00 1 1 1 1 1

11 1 1

A —

Primero se tiene que la expresion booleana simplificada en sumas de pro-
ductos es:

F =BDE + ADE + B'D’E’ + A’'C’
Para obtener la expresion booleana simplificada en productos de sumas

se ponen ceros en las celdas vacias, se agrupa la informacion en bloque
y se hace la lectura correspondiente.
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CDE
AB 000 001 011 010 110 111 101 100

00 0 0 OT_\

11 04 [0] 0 0 {0 0 l

2 ViDL

It

La expresién booleana que se lee a partir de la tabla es:
F'=ABD’ + AD’E + ADE’ + CDE’ + A’'B’'CE + BCD’

Complementando ambos miembros de la igualdad y aplicando la ley de De
Morgan se tiene finalmente que:

F=(A"+B"+D)(A’+D+E)A'"+D'+E)(C"+D'+E)(A+B+C +E)
(B+C’ +D)

El mapa de seis variables se divide en 4 mapas de cuatro variables. Cada
una de las celdas es adyacente a 6 casillas con las mismas reglas ya cono-
cidas.
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Ejemplo 5.10. Considérese el siguiente mapa de Karnaugh y determi-
nese la expresion booleana mas simple en sumas de productos y produc-
tos de sumas.

DEF

ABC | 000 | 001 | 011 | 010 110 | 111 | 101 | 100

000 | 1 1

001 1 1 1 i @
<« |

011 1 1 1 1

010 1 1 1 1 1 1 @
= 4 <41

110 1 1 1 1
111 1 1 1 1 1 1

b >
101 1 1 1 1 1 1
100 1 1

Se tiene que la expresion booleana simplificada en sumas de productos
es:

F=A'CD’F + ACD’ + B'C’'D’F" + BC’'D + CF

Para obtener la expresion de productos de sumas se tiene la tabla si-
guiente:
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DEF

ABC | 000 | 001 | 011 | 010 110 | 111 101 100

000 0 0 0 0 0 ‘0\\ {e)
001 0 0 0 0

o | o 0 0¥~ 0
\
010 0 0 ™~

110 /ﬁ' 0 0 0
@ 111 0 0 /@
4|
101 0 0
- L O : O 0
—
d

A partir del mapa de Karnaugh se tiene la expresion
F'=A'CE’F + A’C’'D’F + ABC'D’ + AB’'C’F + B'C’'D + A’CEF’ + ACDF’

Complementando ambos miembros de la igualdad y aplicando la ley de De
Morgan resulta que

F=(A+C'+E+F)(A+C+D+F)A'"+B"+C+D)A’"+B+C+F)
(B+C+D)A+C' +E' +F)(A’"+C'+D’+F)

En algunos mapas de Karnaugh la solucién no es Unica, ya que a veces la
informacion se puede agrupar de manera diferente. Lo que importa al
simplificar es obtener la expresion booleana simplificada 6ptima, indepen-
dientemente de qué variables son eliminadas. Esto mismo puede suceder
con los teoremas del algebra booleana.
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5.5 Compuertas logicas

Un bloque légico es una representacion simbdlica grafica de una o mas
variables de entrada a un operador légico, para obtener una sefial deter-
minada o resultado. Los simbolos varian de acuerdo con la rama donde se
utilizan, o bien del fabricante. Cada bloque 16gico representa un disposi-
tivo que permite manipular la sefial segun el campo de accion: en meca-
nica se les llama valvulas (paso del aire o aceite); en electricidad
apagadores, contactos (paso de corriente eléctrica); y en electréonica puer-
tas o compuertas (paso de pulsos eléctricos). En este libro sélo se aborda-
ran los simbolos usados en electréonica para la representacion de las
compuertas, ya que son los que interesan al area de la computacion, sin
embargo el tratamiento tedrico por medio del algebra booleana es valido
para todos ellos independientemente del area.

Tabla 5.2 Compuertas basicas

Compuerta Simbolo
A A+B
0O (Or) B
A | AB
Y (And) B

A/

No (Not) A —>O—
. A AB’ + A'B
Or-exclusivo (Xor) B

Las compuertas pueden recibir una o mas sefnales de entrada. En la tabla
5.2, A y B son sefnales que entran a la compuerta y pueden tener un valor
de 1 o 0 dependiendo de si existe o no la sefnal, la cual procede de un
sensor o bien de la salida de una compuerta anterior. Esos valores de
entrada generan una sola salida, que a su vez también es 0 o 1 depen-
diendo de la compuerta de que se trate y de los valores de las sefales de
entrada.

Para representar expresiones booleanas mediante compuertas légicas es
conveniente tener en cuenta las tablas de verdad de las compuertas basi-
cas (operadores logicos) Or, And y Not vistas en el capitulo de logica
matematica.

197
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Ejemplo 5.11. Representar las siguientes expresiones booleanas usan-
do compuertas légicas basicas:

a) F=AB'+A'C'+B
b) F=(A+B)+(B+C)A

La representacion de (a) es:

A ,
—® AB a)

B B, ’ Hald
~ > i F=AB +AC +B
>OA_ﬁDATy

La representacion de (b) es:

A B C

A+B b)
L (A + B)
O F=(A+B) +B+C)A
._
C/
>0 L

{7 Lyeery

(B+C)A

También existen compuertas logicas compuestas como Nand y Nor, que
son una combinacion de los operadores Not y And para la primera y Not y
Or para la segunda. En la tabla 5.3 se muestran los simbolos correspon-

dientes.
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Tabla 5.3 Compuertas compuestas

Compuerta Simbolo
A (A + By
Nor B oO——-
A (AB)
Nand B Em— )C

Xnor A AB + A'B
s ) do—-

Generalmente los circuitos digitales se construyen con compuertas Nand
y Nor, ya que son mas faciles de encontrar en el mercado, son mas comus-
nes desde el punto de vista del hardware y estan disponibles en la forma
de circuitos integrados. Debido a la preferencia de uso de estas compuer-
tas en el disefio de los circuitos, es importante reconocer la relacion que
existe entre los circuitos construidos con compuertas And, Or y Not y su
diagrama equivalente Nand o Nor.

Cuando se simplifica una funcion el resultado se puede presentar en “su-
mas de productos” o en “productos de sumas”, y en forma natural la
presentacion en suma de productos permite una implementacion usando
compuertas Nand mientras que el producto de sumas se puede represen-
tar mas facilmente con compuertas Nor, sin embargo es posible implemen-
tar cualquier expresion booleana s6lo con compuertas Nand o sélo con
compuertas Nor.

Ejemplo 5.12. ;Cuédl es el circuito de la expresion booleana
F=AB+C)+AD

hecho sélo con compuertas Nand?

199

Para obtener el circuito pedido es recomendable llevar la expresion dada

a suma de productos:
F=AB+AC' +AD

Por lo tanto, el circuito es el siguiente:
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A B CD
F = [(AB)(ACY(A'D) ]

® (AB)
Py o F=AB+AC + AD

. ‘ D@JDSL\ - [ o

Hay que observar que al final se aplico la ley de De Morgan para quitar la
complementacién del corchete y obtener el resultado. También se debe
destacar que cuando entran dos o mas sefales a una compuerta Nand
primero las multiplica y después complementa dicha multiplicacién, pero
cuando entra una sefial sélo la complementa.

Por otro lado, si no se hubieran hecho las operaciones necesarias para
quitar el paréntesis y tener la expresion en sumas de productos, también
se podria representar unicamente con compuertas Nand aunque esto al-
gunas veces es un poco mas complicado:

F=AB+C)+AD

A B CD
B’
* DO_I_D (BCY
¢ (ABC)Y
®
7 O_
. (AD)
A’
v D,
F = [[A(B'C)](AD)]

F=AB+C)+AD
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De la misma manera, el bloque l6gico Nor facilita su uso cuando la expre-
sion se encuentra dada en productos de sumas.

Ejemplo 5.13. Representar la expresiéon booleana
F=(A+B"+C)(B+C’'+D)
usando sélo compuertas Nor.

En este caso se tiene el siguiente esquema

A B CD

(A+B +C)
l (A+B +C)+(B+C+D)Y

el
® j O F=(A+B+C)(B+C +D)

T — e
® DO o—
c’ (B+ C +DY

La misma expresion booleana representada con compuertas Nand queda-
ria de la siguiente manera:

A B CD
A/

® D (A'BCYY

O

c’ [(A'BC’)(B'CD’Y
1)

Ao Jo——
* D F = (A'BC’Y(B'CDY

| > ! (B'CDY F=(A+B +C)B+C +D)
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Ejemplo 5.14. Considérese el siguiente circuito:

a)
b)
c)

d)
e)

g)

h)

A C/ ||

—HH :

Lt

i HH

B C

¢Cudl es la expresion booleana sin simplificar que representa
dicho circuito?

Simplificar la expresién booleana usando teoremas del algebra
booleana.

Por medio del mapa de Karnaugh simplificar la expresiéon del in-
ciso (a) y expresar el resultado en sumas de productos.

¢Cual es la expresion simplificada en productos de sumas?
Comprobar, por medio de una tabla de verdad, que la expresiéon
booleana obtenida en el inciso (c) es logicamente equivalente a
la obtenida en el inciso (d).

Representar el resultado del inciso (¢) en un circuito légico, usan-
do para ello compuertas basicas.

¢Cual es el circuito del inciso (c) basado en compuertas Nand
exclusivamente?

¢Cual es el circuito 16gico del inciso (¢) basado en compuertas Nor
exclusivamente?

La solucién de cada inciso es la siguiente:
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La expresion booleana es

F=AC(C+D’)+BC(A”+B)



5.5 COMPUERTAS LOGICAS 203

b) Simplificando mediante teoremas resulta que

F=ACC+ACD +A'BC+BBC
F=0+ACD + A'BC+BC
F=ACD +BC(A’"+1)
F=ACD +BC

c) Se sabe que AC’'C =0y BBC =BC, y sustituyendo esto en la ex-
presion F = AC’C + AC'D’ + A’'BC + BBC resulta que la expresion
booleana a representar en el mapa es F = AC'D” + A’'BC + BC.
Aplicando la condicién de que para representar un minitérmino
en el mapa de Karnaugh éste debe contener todas las letras, a
continuacion se agregan las variables faltantes con sus posi-
bles combinaciones:

AC’D’=AB’C'D’ + ABC'D’
A’BC = A’BCD’ + A'BCD
BC = A’BCD’ + A’/BCD + ABCD’ + ABCD

A partir de la informacion se obtiene el siguiente mapa:

CD
AB| 00 01 11 10
00
01 1 1
11 1 1 1
10 1

Del mapa se obtiene que la expresion booleana en sumas de productos es:
F=ACD’+BC
lo cual concuerda con el resultado obtenido usando teoremas.

d) Para obtener el producto de sumas se colocan ceros en las casillas
vacias y se agrupa la informacion:
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CD
AB| 00 01 11 10
00 0 0 0 0
01 0 0
11 0
10 0 0 0

A partir del mapa se puede leer que:
FF=A'C'+B'C+CD
Complementado y aplicando leyes de De Morgan resulta que:

(FY = (A’C’ + B'C + C'DY
F=(A+C)B+C)C+D)

e) Las expresiones boolenas obtenidas en los incisos (c) y (d) son

F=ACD +BC
F=(A+C)B+C)C+D)

y a partir de éstas se tiene la siguiente tabla:
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A|B|C|D|A"|B|C|D|AC| ACD | BC | ACD +BC +C|B+C'|C+D'|F
ojojofoj1|1{1(11| 0 0 0 0 0 1 1 0
ojojof1{1j1{1(0}| 0 0 0 0 0 1 0 0
ojoj1foj1|1(0(1| 0 0 0 0 1 0 1 0
ojof1f1{1(1(0}j0]| O 0 0 0 1 0 1 0
oj1j{0fo0j1|0|1(|1| 0 0 0 0 0 1 1 0
oj1(0f1{1j0|1(0]| O 0 0 0 0 1 0 0
oj1j1(0j1|j0j0|1]| O 0 1 1 1 1 1 1
oj1(1(1{1j0(0|0]| O 0 1 1 1 1 1 1
1(0(0|0jO0O 1T |1 |1]| 1 1 0 1 1 1 1 1
110|020 |1|1T|0]| 1 0 0 0 1 1 0 0
1/0(1|0|0|1]|0[1]| O 0 0 0 1 0 1 0
1(0|1|12(0(1|0|0| O 0 0 0 1 0 1 0
1(1(0|{0|j0O |01 |11 1 0 1 1 1 1 1
1{1|j0(2f0|O0O|1T |0 1 0 0 0 1 1 0 0
111(1|(0|0j0|0O[1T]| O 0 1 1 1 1 1 1
1(1|1{1(0(0|0|O0| O 0 1 1 1 1 1 1

Aqui se observa que las columnas sombreadas concuerdan en todas sus
lineas, por lo tanto esto demuestra que F = AC’D’ + BC es légicamente equi-

valente a F = (A + C)(B+ C’)(C + D).

f) La expresién obtenida en el inciso (c) es F = AC’'D’ + BC, y su re-
presentacion con compuertas basicas es:

A BCD

ACTD’

D/
®
0—4[>O—|—‘_/
C/

0. DTC

F =ACD +BC
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g) La representacion de la expresion booleana F = AC’D’ + BC, soélo

con compuertas Nand es la siguiente:

A B CD

F=ACD +BC
o—

I i
::> (AC'D)
@,
 Jo—®
)

(BC)'
——1 Jo

h) La representacién de la expresién booleana F = AC’D’ + BC, s6lo

D

con compuertas Nor es la siguiente:

(A’ + C + DY

F=[(A+C+D)y+ @B +C)/
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O_

(B/ + C/)r
P
c' F = ACD +BC

5.6 Aplicaciones del algebra booleana

El algebra booleana es una extension de la l16gica matematica, ya que uti-
liza los mismos principios y operadores 16gicos (and, or, not, xor, nand, nor)
asi como los mismos valores, y gracias a esto John Von Neuman pudo crear
la computadora de la primera generacion.
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Los dispositivos con los que se implementan las funciones booleanas se
llaman “compuertas”, y al combinarse han permitido inicialmente la crea-
cion del “bulbo”, posteriormente la del “transistor” y actualmente la del
“chip”, elementos con los cuales se construye todo tipo de aparato elec-
trénico digital.

La electrénica digital es una parte de la electronica que maneja informacion
codificada en dos unicos estados: “falso” y “verdadero”, o mas comun-
mente 0y 1. Electrénicamente se asigna a cada uno un voltaje o rango de
voltaje determinado. Esta particularidad permite que, usando el algebra
booleana y con un sistema de numeracion binario, se puedan realizar
complejas operaciones légicas o aritméticas sobre sefales de entrada. La
electronica digital ha alcanzado una gran importancia debido a que se
utiliza en el diseno de sistemas de automatizacién, roboética, etc., ademas
de que constituye la piedra angular de las computadoras.

Las computadoras llevan a cabo su trabajo por medio de un microproce-
sador, el cual es un circuito de alta escala de integracion (LSI) compuesto
por muchos circuitos simples como flip-flops, contadores, decodificadores,
comparadores, etc., todos en una misma pastilla de silicio en donde se
utilizan compuertas del algebra booleana para llevar a cabo las operacio-
nes logicas.

Las microoperaciones que lleva a cabo el microprocesador se realizan en
lenguaje binario a nivel bit. Por ejemplo, si A =110010, B=011011 enton-
ces el resultado de llevar a cabo las siguientes operaciones en donde
intervienen los operadores 16gicos (A, v, ®, ) es:

A AB=110010 A 011011 = 010010
AvB=110010 v 011011 = 111011
A @®B=110010 ® 011011 = 101001
A’ =(110010) = 001101

Basada en el algebra booleana, la unidad logica aritmética (ALU: Arith-
metic Logic Unit) es la parte del microprocesador que realiza las operacio-
nes aritméticas y légicas en los datos.

Se sabe que toda computadora estd integrada por las memorias ROM (Read
Only Memory: Memoria de solo lectura) y RAM (Random Access Memory:
Memoria de acceso aleatorio). Cuando arranca una computadora, ésta debe
saber qué hacer, lo cual implica que pueda correr un pequeio programa
que le indique lo que debe realizar, qué programas debe ejecutar y en qué
lugar debe comenzar. Esta informacién se guarda en un pequefio progra-
ma de so6lo lectura que recibe el nombre de ROM, el cual esta en lenguaje
binario y utiliza operadores 16gicos del algebra booleana para la manipu-
lacion de la informacion. La informacién en este caso se graba eléctrica-
mente y se borra también de la misma manera. Este tipo de memoria se
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los programas me-
canicos.

ALFAOMEGA




208

ALFAOMEGA

V. ALGEBRA BOOLEANA

llama Memoria ROM programable eléctricamente (EEPROM). En las
computadoras ésta se encuentra en lo que se llama BIOS, la cual es una
memoria donde se guarda informacion de la “tarjeta madre” de los conec-
tores y dispositivos de la PC.

La RAM puede borrarse y grabarse las veces que se desee, la desventaja
es que la informacién grabada en ella sélo se puede utilizar mientras se
tenga energia, y se usa como almacenamiento temporal. Existen dos va-
riantes para la memoria RAM: SRAM y DRAM. La SRAM es conocida como
memoria estatica y en ella los valores binarios o informacién que se alma-
cena utilizan compuertas del dlgebra booleana, por lo que mientras se
tenga energia la informacion en ella se mantendra intacta. La DRAM es
conocida como memoria dindmica y esta hecha con celdas que almacenan
los datos como cargas en condensadores; la presencia o ausencia de carga
en el condensador se interpreta como 1 o 0 binarios, manipulados median-
te algebra booleana. La DRAM es una memoria que requiere refrescarse
periddicamente para mantener memorizados los datos, de ahi el nombre
de memoria dindmica.

Como se puede ver, la computadora esta integrada por elementos que
utilizan el algebra booleana para su desarrollo y funcionamiento. Sin em-
bargo, no es para lo unico que se utiliza el algebra booleana, ya que otra
de sus aplicaciones que actualmente esta teniendo mucho éxito es la rela-
cionada con la construccion de robots.

Un robot esta integrado por elementos mecanicos, eléctricos y electronicos,
y el area de conocimiento en este caso es la “mecatronica”. El motor eléc-
trico es un dispositivo que convierte la energia eléctrica en energia meca-
nica rotacional, que se utiliza para darle movimiento a los medios de
locomocién del robot como son ruedas, brazos y tenazas. E1 motor pue-
de ser de corriente continua o motor de pasos.

Los medios de locomocién permiten al robot desplazarse de un lugar a otro
por medio de ruedas, barras u orugas. Algunos robots deben sostener o
manejar objetos y para ello se utilizan tenazas. Algunas veces el movimien-
to no se proporciona directamente a los medios de locomocién, sino que es
necesaria una interfase de transmisién para aumentar la fuerza, reducir la
intensidad de giro o cambiar la naturaleza del movimiento (de circular a
lineal) por medio de pistones, engranes, levas o poleas.

El funcionamiento de los distintos elementos del robot depende de la sefial
que se mande de los distintos sensores. Los sensores permiten al robot
manejarse con cierta inteligencia al interactuar con el medio, ya que de-
tectan situaciones en las cuales el robot debe llevar a cabo la actividad
programada. Entre los diferentes sensores que se utilizan con frecuencia
en robots estan los sensores 6pticos, magnéticos, de ultrasonido, presion,
temperatura, nivel e incluso camaras de video.
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Para que el robot lleve a cabo todas las actividades, es necesario el circui-
to de control (cerebro del robot) que le permita decidir qué hacer cuando
se presente una determinada situacion. Por ejemplo, qué debe hacer el
robot sia su paso se interpone una barrera (girar 90° a la izquierda y avan-
zar, girar 180° y avanzar, detenerse, etc.). ;Qué hacer si detecta tempera-
turas altas (emitir un sonido, parar)? ;Qué hacer si encuentra un objeto
de cierto color (tomarlo y transportarlo)? En fin, todas esas actividades que
puede llevar a cabo el robot y para lo cual fue creado, deben estar progra-
madas en el circuito de control y nuevamente el algebra booleana es la
base para el diseno de dicho circuito, el cual se representa inicialmente
por medio de una expresion booleana que se simplifica por medio de teo-
remas del algebra booleana o mapas de Karnaugh y se implementa usan-
do las compuertas logicas.

5.7 Resumen

El dlgebra es un area de las matematicas que ocupa un lugar privilegiado,
sobre todo por la aplicaciéon de la misma a la computacion. Por medio del
algebra booleana es posible disenar hardware que es la parte fundamental
de las computadoras, los robots y todos los sistemas de funcionamiento
automatico.

Los robots, computadoras o cualquier sistema de funcionamiento automa-
tico requieren del uso de elementos mecanicos, eléctricos y electrénicos
para llevar a cabo alguna actividad. La forma ordenada en que deben
trabajar dichos elementos se controla por medio de un circuito implemen-
tado a base de compuertas logicas.

Cuando se desea que un sistema trabaje de manera automatica, primero
se representa el funcionamiento de dicho sistema por medio de una ex-
presiéon booleana. Esta expresion booleana esta integrada por variables y
cada una de éstas representa la sefial de un sensor, la cual puede ser fal-
so o verdadero.

Por lo general la expresion booleana resultante del planteamiento de un
problema no es la mas simple, sino que tiene variables redundantes que
pueden ser eliminadas por medio de:

a) Teoremas del dlgebra booleana.
b) Mapas de Karnaugh.

El método para simplificar expresiones booleanas usando teoremas del
algebra booleana consiste en usar éstos para eliminar las variables redun-
dantes hasta obtener una expresién simplificada que realice lo mismo que
la expresion inicial que tenia las variables redundantes, pero que al ser
mas simple el circuito de control es por lo tanto mas rapido, econdémico y
eficaz.
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El método para simplificar expresiones booleanas mediante mapas de
Karnaugh consiste en representar la expresién booleana con n variables
diferentes en una tabla de forma cuadrada o rectangular que tiene 2" celdas
y que recibe el nombre de mapa de Karnaugh. La expresion booleana sim-
plificada es el resultado de agrupar la informacién de celdas adyacentes
en bloques rectangulares o cuadrados de 1, 2, 4, 8,..., 2", y después leer la
expresion conservando las variables que no cambian de valor de un reglén
con respecto a otro o de una columna con relacién a otra en cada uno de
los bloques en que fue agrupada la informacién y eliminando las variables
que si sufren un cambio de valor de un renglén con respecto a otro o de
una columna con relaciéon a otra.

Por ultimo, esta funcion booleana simplificada, ya sea por teoremas o ma-
pas de Karnaugh, se representa por medio de simbolos graficos (bloques
légicos) de cada uno de los operadores l6gicos and, or, not, Xor, nand, nor
y xnor, considerando que las compuertas mas comunes son las nand y las
nor, mismas que al combinarse permiten suplir las demas compuertas.

5.8 Problemas

5.1. Obtener la tabla de verdad para la siguiente expresion booleana:
F=A'B’'C’+ A'B'CD + A’BC + A’'BC’D + ABC’ + ABC + AB’D + AB’C’D’

b.2. Obtener la tabla de verdad para cada una de las siguientes expre-
siones booleanas:

a) F=AB'CD +ABCD +ABCD + A'BCD + ABC'D’ + ABCD' +
AB'C'D’ + AB'CD’

b) F=(A+BD')(CDB + AB’ + DAY

c) F=[A(BC+DY +BA]

5.3. Simplificar las siguientes expresiones booleanas usando los teo-
remas del algebra booleana, y verificar los resultados por medio
de mapas de Karnaugh.

a) F=A'B'D’+ A'BD’ + A’'BD + ABD

b) F=A’CD + ACD + A'BD + A’'B'C + AB'D + AB’CD’

c) F=A'B'C'D’+ A’'B'CD’ + A'BC'D + A'BCD + ABC'D’ +
ABCD’ + AB’'C’D’ + AB’'CD’
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d) F=A'B'C’'D’E + A'B'C'DE + A’B'C’'DE’ + A’'BC + ABC +
ABC'D’E’ + ABC'D’E + ABC'DE + AB'C'D’E + AB'C'DE +
AB’CDE + AB'CD’E

e) F=((A+B) + C'+D')((AC) + (A + (BC)) + D)

f) F=A'B'C’'D + A'B'CD + A’'B’'CD’ + A’'BCD + ABCD’ +
AB’C’'D + AB’'CD + AB’'CD’

g) F=A'B'C'D’ + A’'B'CD + A’'B'CD’ + ABC'D + ABCD +
ABCD’ + AB’C’'D’ + AB’CD + AB’CD’

b.4. Simplificar las siguientes expresiones booleanas usando los
teoremas del algebra booleana y verificar los resultados por
medio de mapas de Karnaugh.

a) F=A'B'C'D’+ A’'B’'CD + A’'B'CD’ + A’BC’'D + A’'BCD +
A’BCD’ + ABCD + ABCD’ + AB’'C’'D’ + AB’CD’

b) F=WXYZ + WXYZ+ WXY'Z + WXYZ + WX'Y'Z" +
WX'Y'Z+WXYZ + WX'YZ + WXY'Z'

c) F=WXY7Z+WXY?Z +WXYZ+WXYZ + WXY'Z +
WXYZ + WXYZ'

d) F=A'B’'C'D’+ A’'B’'CD’ + A’/BC'D’ + A’'BCD’ + ABC’'D’ +
ABCD + ABCD’ + AB’CD + AB’CD’

e) F=A'B'C’'D’+ A’'B’'CD + A’'B’'CD’ + A’BC’'D + A’'BCD +
A’BCD’ + ABCD + ABCD’ + AB’'C’'D’ + AB’CD’

f) F=BCD + ABC + A'BD’ + ABC'D’ + AB’C’'D

g) F=A'BC + BC'D’ + ABC + AB’C’D’ + AB’CD

5.5. En cada uno de los siguientes incisos obtener la expresion boolea-

na simplificada en sumas de productos y en productos de sumas.
Plantear el mapa y la agrupacion correspondiente.

a) CDE
AB | 000 | 001|011 010|110 | 111 | 101 | 100
oo 1 ]1
or [ 1] 1 1| 1] 1
11 1| 1 1| 1] 1
10 1] 1
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b)

c)

d)

e)
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CDE
AB | 000 | 001 | 011|010 | | 110 | 111 | 101 | 100
00 1 1 1 1 1 1 1
01 1 1 1
11 1 1 1 1 1
10 1 1 1

CDE
AB | 000 | 001 | 011|010 | 110 | 111 | 101 | 100
00 1 1 1
01 1 1 1 1 1
11 1 1 1 1 1 1 1
10 1 1

CDE
AB | 000 | 001 | 011 | 010 | | 110 | 111 | 101 | 100
00 1 1 1
01 1 1
11 1 1 1 1 1
10 1 1 1 1

CDE
AB | 000 | 001 [ 011|010 | 120 | 111 | 101 | 100
00 1 1
01 1 1 1 1
11 1 1 1 1 1
10 1 1 1 1
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5.6. En cada uno de los siguientes incisos obtener la expresion
booleana simplificada en sumas de productos y en productos
de sumas. Plantear el mapa y la agrupacién correspondiente.

a) CDE
AB | 000 | 001|011 010|110 111|101 100
00 1 1
01 1] 1] 1 1| 1
11 [ 1 1| 1 1111
10 1 1| 1
b) CDE
AB | 000 | 001|011 010|110 [ 111|101 | 100
00 1 1 1] 1
o1 | 1 1 1 1| 1
11 [ 1 1| 1
10 | 1 1 1| 1
c) CDE
AB | 000 | 001|011 010|110 [ 111 101 | 100
00 1| 1 1] 1] 11
o1 [ 1 1 | 1
11 [ 1 1 1
10 1| 1 1| 1 1
d) CDE
AB | 000 | 001|011 010|110 111|101 100
00 1] 1 1] 1
01 1] 1 1| 1
11 [ 1 1 1| 1
10 | 1 1 1| 1
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5.7

5.8.

5.9.

5.10.
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e) CDE
AB | 000 | 001|011 010|110 | 111 | 101 | 100
00 1 1 1
o1 | 1 1 1 1
11 1 1 1 1
10 | 1 1 1 1

f) CDE

AB | 000 | 001 | 011 | 010 | | 110 | 111 | 101 | 100
00 1 1 1 1 1 1 1 1

01
11
10 1 1 1 1 1 1 1 1

Representar con compuertas basicas (And, Or y Not), con com-
puertas Nand (exclusivamente) y con compuertas Nor (exclusiva-
mente), la expresion logica:

F=AB'C+A’'B'D’+ AD
Representar con compuertas basicas (And, Or y Not), con com-
puertas Nand (exclusivamente) y con compuertas Nor (exclusiva-
mente), la expresion logica:

F=B"+C+D)A+C +D)B

Obtener las compuertas Not, And, Or, Nor, X-or y X-nor con base
en compuertas Nand exclusivamente.

Obtener las compuertas Not, And, Or, Nand, X-or y X-nor con base
en compuertas Nor exclusivamente.
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5.11. Considérese el siguiente circuito logico:
ABCD

N\

I

Y Y

I_DQID@O'

%

v

T+

a) Obtener la funcion booleana de salida (sin simplificar).

b) Obtener la funcién booleana simplificada en sumas de
productos.

¢) Obtener la funcién booleana simplificada en productos de
sumas.

d) Elaborar la tabla de verdad que muestre que las expresio-
nes booleanas obtenidas en los incisos (a) y (b) son logica-
mente equivalentes.

e) Implementar el diagrama de la expresion booleana obteni-
da en el inciso (b) usando exclusivamente compuertas
Nand.

f) Hacer el diagrama correspondiente de la expresiéon boolea-
na obtenida en el inciso (c) usando exclusivamente com-
puertas Nor.

5.12. Enrelacién con los circuitos de cada uno de los incisos (i) a (v)

obtener:

a) La funcion booleana de salida.
b) La funcién booleana mas simple en sumas de productos.
¢) La funcién booleana simplificada en productos de sumas.

d) Latabla de verdad que muestre que las expresiones boolea-
nas obtenidas en los incisos (a), (b) y (c) son légicamente
equivalentes.

e) El circuito légico de la expresion booleana del inciso (b),
con base en compuertas Nand exclusivamente.

f) El circuito légico de la expresion booleana obtenida en el
inciso (c), a base de compuertas Nor exclusivamente.
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