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Diagramas de Hasse

Una relacién R:A—B es de orden parcial o parcialmente ordenada si es reflexiva, antisimétrica y transitiva.
De la misma manera que si B=A se dice que R: A—>A es de orden parcial si es reflexiva, antisimétrica y
transitiva y por lo tanto el conjunto A es parcialmente ordenado.

Si R es de orden parcial, es posible representar el grafo dirigido de una manera mas sencilla por medio
del diagrama de Hasse. Para obtener el diagrama de Hasse conviene seguir los pasos.

1.- Eliminar los lazos (aristas que salgan de un vértice y regresan a él).

2.- Eliminar la tercera arista de la transitividad. Se sabe que para que una relaciéon R sea transitiva se
debe cumplir que si aRb y bRc entonces aRc. Por lo tanto la tercera arista de la transitividad es aRc y
esa es precisamente la que se debe eliminar ya que con las dos aristas anteriores es suficiente.

3.- Se cambian todas las flechas por lineas.

Ejemplo 1:
Sean B=A={1,2,4,7,8} y sea R:A—B tal que aRb si a=b.

a) ¢ Cuales son los elementos de R?.

b)Encontrar Mg y Gr.

c)Mostrar que se trata de una relacién parcial, probando que R es reflexiva, antisimétrica y
transitiva.

d)Si R es de orden parcial encontrar el diagrama de Hasse.

Solucion
a) Los elementos de R son:

R={(1,1).(2,1),(2,2),(4,1),(4,2).(4,4).(7,1),(7.,2),(7,4),(7,7),(8,1).(8,2).(8,4),(8,7),(8,8)}

b) El grafo y la matriz de R son:
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c) Se observa que es reflexiva, porque la diagonal principal de la matriz contiene solamente unos, lo cual
significa que todo elemento esta relacionado son él mismo. Es antisimétrica ya que se cumple que para
a#b si (a,b)eR, entonces (b,a)¢ R. También es transitiva ya que Mg= Mg +Mg?. Por lo tanto se trata de
una relacion de orden parcial.

1 2 4 7 8 1 2 4 7 8 1 2 4 7 8
111 0 0 0O 1 00 0O 1 00 0O
211 1 000 11000 11000

Mg = 41 1 100(©11100(=|11100
711 1110 11110 11110
8 /1 1 111 11111 11111
d) El diagrama de Hasse es:
1
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8
7
4
Después de eliminar
lazos
1 1
2
8
.
4 4
Después de eliminar Después de cambiar
terceras aristas de flechas por lineas. Se
transitividad tiene el Diagrama de
Hasse

lect_diagramasdehasse_100109_e.doc
Editorial: Alfaomega Grupo Editorial




Matematicas para
la computacion

Recordar que eliminar la tercera arista de la transitividad significa que en aquellos casos en donde aRb y
bRc se debe eliminar aRc. Por ejemplo el ejemplo anterior 8R2 y 2R1 se eliminé 8R1 que es la tercera
arista de la transitividad y de esa misma manera se procede en todos los casos donde aplique.

De este ejemplo se puede concluir que para A=B=Z, la relacién R:A—B es de orden parcial si a=b o asb
pero no es una relacién parcialmente ordenada si a<b o si a>b porque ya no seria reflexiva.

La relacion parcialmente ordenada también es aplicable a conjuntos, en donde el orden se da por medio
del concepto de subconjunto ().

Ejemplo 2
Sea X= {a,b,c} y sea A = B = P(X) = {, {a}, {b}, {c}, {a,b}, {a,c}, {b,c}, {a,b,c}}. La relacion R:A—B es de
orden parcial para la operacion subconjunto (<).

R ={(©.9), (G1a}), (D.{b}), (T{c}), (D{ab}), (Tfa.c}), (D.{b,c}), (D.{ab,c}), ({a}f{a}), ({a}.{a,b}),
(fa}.{a.c}), ({a}.{a,b,c}), ({b}.{b}), ({b}.{a,b}), ({b}{b,c}), ({b}.{a,b,c}), ({c}.{c}), ({c}.{a.c}), ({c}{b.c}),
Eéc}éa’}bic}z; (}{;,b},{a,b}), (fa.b}{a,b.c}), (fa.ch.iach), ({a.chiab.c}), ({b.chib.c}), ({b.ch{ab.ch),

a,b,C,1a,0,C

En esta relacién el par ordenado (J,99) se encuentra dentro de la relacion R porque &< &, de la misma
manera que ({a,b},{a,b,c}) es también par ordenado de R porque {a,b} = {a,b,c}.

El grafo dirigido es:
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El diagrama de Hasse quitando los lazos y eliminando la tercera arista de la transitividad en aquellos
casos en donde proceda, quedara de la siguiente manera:

{b,c} {ab,c}

{ac}

%) {a

Como se pudo observar en los ejemplos anteriores los diagramas de Hasse son representaciones
graficas de un conjunto finito parcialmente ordenado. Los diagramas de Hasse eliminan la necesidad de
lazos ya que por definicion las relaciones de orden parcial son reflexivas, de la misma manera que es
posible eliminar las terceras aristas de la transitividad considerando que el relacionamiento se mantiene
con las aristas restantes. Los diagramas de Hasse tienen de esta forma la finalidad de simplificar las
representaciones graficas de las relaciones de orden parcial.

Problemas propuestos:
6.27 Sean A=B={1, 2, 3, 6, 8} y R:A—B donde aRb si y solo si b es divisible entre a.

a) Encontrar los elementos de R.

b) Encontrar Ggr y Mr.

¢) Mostrar que R es una relacién de orden parcial.

d) Si R es de orden parcial, encontrar el diagrama de Hasse.

Respuestas:
sg R={(1,1).(1,2),(1.,3),(1,6),(1.8).(2,2).(2,6).(2,8),(3,3).(3,6).(6.6).(8,8)}
2 8
1 2 3 6 8
111 1111
210 1 0 11
Mg = 3|0 01 10
6 |0 0010
6 G 3 8 10 0001
R
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c) R si es una relacién de orden parcial ya que en su diagonal contiene solamente unos, lo cual implica que
es reflexiva, también es antisimétrica puesto que para a#b cuando (a,b)eR, entonces (b,a)¢ R. También
es transitiva ya que Mg= Mg +Mg>.

d) El diagrama de Hasse es:

3
Deﬁpue&s de
2 eI|m|r '
S| n terceras aristas de Dlagrama de Hasse

transitividad

6.28 Sean B=A={2,3,6,7,9} y sea R:A—B tal que aRb si asb.

a) ¢ Cuales son los elementos de R?.

b) Encontrar Mg y Gr.

c) Mostrar que se trata de una relacién parcial, probando que R es reflexiva, antisimétrica y transitiva.
d) SiR es de orden parcial encontrar el diagrama de Hasse.

6.29 Sea B=A={a,b,c,d} si R:A—B en donde R ={(a,a) ,(a,b), (a,d), (a,e), (b,b),(c,c), (d,d), (e,d), (e,e)}.
a) Encontrar Gry Mr.

b) Mostrar que R es una relacion de orden parcial.
c) SiR es de orden parcial encontrar el diagrama de Hasse.
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b) Es reflexiva, porque todo elemento del conjunto A esta relacionado con él mismo. Es antisimétrica
porque para a#b si (a,b)eR, entonces (b,a)¢ R. También es transitiva ya que Mg= Mg +Mg?. Por lo
tanto se trata de una relacion de orden parcial.

c) El diagrama de Hasse es:

a

e

e
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Sin terceras aristas
de transitividad
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Sin lazos
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Diagramas de
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6.30 Sea A=B={1, 2, 3, 4, 5} si R:A—B. Para el grafo R de cada uno de los incisos:

Probar que R es una relacion de orden parcial, verificando que es reflexiva, antisimétrica y

transitiva.
ii. Encaso de que R sea de orden parcial encontrar el diagrama de Hasse.
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