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4.-RELACIONES Y FUNCIONES

4.1.- PAR ORDENADO (PO)

4.1.1.- DEFINICION DE PO

Se llama Par Ordenado o dupla cuyo simbolo es (xy) al conjunto cuyos elementos son a su vez otros dos
conjuntos :
1.- el conjunto {x y} que es un par simple
2.- el conjunto {x}  de un Unico elemento

Def: (xy) :=={{xy} {x}}
(xy) : Par Ordenado (PO)
X : Primer elemento del PO (Primera componente del PO)
y : Segundo elemento del PO (Segunda componente del PO)
Obs 1: PO es un par de conjuntos (es un Conjunto de Conjuntos) donde {xy} 7 (X y)
Obs 2: La igualdad de PO es la de Conjuntos
Obs 3: Primer y segundo elemento es una forma de llamar a las componentes del PO, porque los ndmeros

todavia no estan definidos. Justamente el concepto de nimero se definen a partir del PO.

4.1.2.- PORQUE LA DEFINICION DE PO

La importancia del PO se desprende de la simplicidad (facilidad, claridad, comodidad) con que a partir de el se
puede estructurar una red de definiciones con los principales elementos de la matematica clasica.

La fecunda utilizacion del PO se puede observar en la lista siguiente, que obvia todo comentario:

1.- Producto Cartesiano

2.- Relacion

3.- Relacién Univoca

4.- Funcién

5.- Relacién de Equivalencia

6.- Relacion de Orden

7.- Namero Natural

8.- NUmero Entero

9.- NUimero Fraccionario
10.- Estructura Métrica
11.- NUmero Real
12.- Numero Complejo
13.- Estructura Algebraicas
14.- Leyes de Composicion
15.- Estructura Lineal (Vectorial)
16.- Coordenadas Cartesianas
17.- Grafos
18.- Etc

Para la definicion del PO pilar de la matematica, hace falta solamente la nocién previa de conjunto.



Un par simple es un conjunto formado por 2 elementos, cuyo simbolo es
{xvy}: Par

y cumple con la igualdad de conjuntos
{xy}={yx}

donde se observa que a los elementos x e y del par no se les asigna ninguna caracteristica particular que les
otorgue un papel diferente dentro del Par. Es decir son simplemente y nada mas que elementos del Par.

Mientras en el PO a sus dos elementos X ey, se les asigna una caracteristica diferencial, la de ser primer o
segundo elemento (componente). La definicion de PO se introduce justamente para asignar a cada elemento de un par
simple propiedades especificas.

Por ejemplo el conjunto de manos de una persona constituyen un Par si no se da una diferencia entre ellas. Sin
embargo si se distinguen la mano izquierda de la derecha se esta en presencia de un PO al haberle asignado a los
elementos del par una caracteristica diferencial.

Analogamente se tiene otro ejemplo en el conjunto Matrimonio que esta formado por un par de personas, y se
distingue entre hombre y mujer se tiene un par ordenado.

El papel diferente de ambas componentes es la base para establecer el concepto de Relacién en general.

La forma de asignar una caracteristica diferente a los elementos x ey es por medio de diferenciar su presencia
en los conjuntos que lo definen:

1.-{x,y} donde se define el Par
2.-{x} donde se define la primera componente

4.1.3.- IGUALDAD DE PO

La igualdad de PO es simplemente un caso particular de la Igualdad de Conjuntos.
T- (xy)=(ab) = {{xy} {x}} = {{ab} {a}}
La igualdad de conjuntos cumple con el teorema siguiente Ty:

La igualdad de dos PO es condicion necesaria y suficiente de la igualdad de las componentes homdlogas es decir
de las primeras componentes entre si y las segundas componentes entre si.

Esto justifica, como la definicion de PO distingue ambos elementos.



4.1.4.- TEOREMAS DE PO

Ty (xy)=(ab) = {Xfa
y=b

TCRTy- (xy) #(ab) < x#a Oy #b
D.- [ ] Se pasa a la demostracion del Teorema directo .

Por Hip6tesis
x=a Oy=b

Entonces
{3 =A{a}
{xy}={ab}
{{xy} {x}}={{ab} {a}}

Por Def. PO queda
(xy) = (ab)

[ =] Partiendo de
(xy) = (ab)

Recordando Def. PO
{xy} {x3} = {{a b} {a}}

Se presentan 2 opciones que se llamaran 1y 1l

- {xy}={ab}
{3 ={a}
X=a
y para satisfacer el sistema | también debe resultar
y=b
- {xy}={a}
{x}={ab}

XEa=y=h

que satisface el sistema Il.

De ambas opciones | , Il se llega a
x=a O y=b
To- xy)=(yx) « x =y

TCRT,- (XY)Z(YX) = XZYy
D;.- Caso particular de T,

D..- [ O] X=Yy
{3 =1{y}
{xy}={yx}
{3 ={y 3 {y}}

Por la Def. PO
(xy)=(yx)



[=]

(xy)=(yx)
{xy} 3 = {{y <} {y}}
Hay 2 Opciones 1y 1l
l.- {xy}={yx}
{3 ={y}

XEy
que satisface el sistema |

I.- {xy}r={y}
{3={yx}
X=y
que satisface el sistema I1. El resultado de las opciones | y 1l es el mismo. Por lo tanto la Tesis es

X=y

Obs: EI TCR T, representa la propiedad fundamental de los PO:
xy) Z(yx) = x=zy
y muestra la diferencia esencial entre los PO y los pares simples que cumplen en todos los casos

{xy}={yx}

Ts.- Def PO = (xX) = {{x}}
D.- (xx) = {{xx} {x}}

={{x} {x}}

={{x}}

4.1.5.- TERNAS Y NUPLAS

4.15.1.- TERNAS

La definicién de Par Ordenado se puede generalizar para el caso de tres componentes (ternas) o mas
componentes, en general para n componentes (nuplas):

Def: (xyz):=={{xyz}{xy}{x}}
(xyz) : Terna
X : Primer elemento de la terna
y : Segundo elemento de la terna
z : Tercer elemento de la terna
Obs : Si se hubiera definido la terna por la proposicién
(xyz):=(xy)z) ( definicién no valida )
se habria tomado un conjunto de conjuntos de diferentes niveles

(xyz) := {{Kxy) Zh Ay} = {{{xyHx} z 2 X yHX3

lo cual es erroneo.



4.1.5.2.- NUPLAS

Def: (X1 Xo oo Xp ) = {{Xe X0 oo Xn } oo {Xe X0 F{ X1} }

(X1 X3 ... X, ) - Nupla
X; . i-esimo componente de la nupla

4.1.5.3.-NUPLADE 1 ELEMENTO

A fin de generalizar el concepto de nupla para todo valor de n = 1 se define también para el casode n=1

Def: ) ={{x}}

Obs : Nétese que del T; resulta
(xx) = {{x}}
= (%)



4.2.- PRODUCTO CARTESIANO (PC)

4.2.1.- DEFINICION DE PC

Dado 2 conjuntos Ay B se llama Producto Cartesiano de A por B (en ese orden), cuyo simbolo es AxB, al

conjunto de todos los pares ordenados (xy) tales que su primera componente X pertenece a A Yy la segunda y
pertenece a B.

Def: AxB :={(xy): xOA Oy[B }

AxB : Producto Cartesiano de A por B
A : Primer Conjunto del Producto Cartesiano o Conjunto de Partida
B : Segundo Conjunto del Producto Cartesiano o Conjunto de Llegada

Ejemplo 1:
A={ Azl Rojo Blanco Verde Negro Metalizado }
B ={ Ferrari Honda Williams  Lotus }
AxB = { (Azul Ferrari)  (Azul Honda)  (Azul Williams)  (Azul Lotus)
(Rojo Ferrari) (Rojo Honda) (Rojo Williams)  (Rojo Lotus)
(Blanco  Ferrari)  (Blanco Honda)  (Blanco Williams)  (Blanco Lotus)
(Verde Ferrari) (Verde Honda) (Verde Williams)  (Verde Lotus)
(Negro Ferrari)  (Negro Honda)  (Negro Williams)  (Negro Lotus)

(Metalizado Ferrari)  (Metalizado Honda) (Metalizado Williams) (Metalizado Lotus) }

Un Producto Cartesiano puede ser representado graficamente en un édbaco cartesiano. De alli su nombre:

B AxB
LIx X X X X X
W|x X X X X X
H|x x x x (nh) x
F|x X X X X X
a r b v n m A

4.2.2.- TEOREMAS DE PC

Ty.- AxB = BxA - A=B
TCRT;.- AxB #BxA -« AZB

D-[O] A=B
AxB = BxA

[=] A%zB
Se presentan 2 opciones 1y 1l

.- [k xOADOxOB
Oxy): (xy)OAxB O (x y)OBxA
AxB # BxA



.-  [x: xOA OxOB
Oxy): (xy)OAxB O (x y)OBxA
AxB # BxA

Ty AXB=[0 - A=0 OB=00

4.2.3.- PC DE MAS DE DOS CONJUNTOS

Dado nconjuntos Ay, A,, ..., A, se llama Producto Cartesiano A;x A; X ... X A, al conjunto de todas las
nuplas ordenadas (X1 X, ... X, ) tales que la componente X; pertenece al conjunto

Def: AXAp X XAy = { (XX X)) D X O A}

AX A, X ... XA, : Producto Cartesiano A;por A, por ... por A,
A; : Conjunto i-ésimo del Producto Cartesiano

Es comun el Producto Cartesiano de un conjunto por si mismo dos 0 mas veces, en ese caso la notacion se
abrevia:

Def: E? := EXE

E":=EXEx..XE {nveces}

Ejemplos : R? := RxR

R":=RxRx.. xR {nveces}



4.3.- RELACION R

Se llama Relacion en AxB a todo Subconjunto no vacio del Producto Cartesiano AxB

Def: R O Relacién AxB :
R(AxB) := S(AxB) :

ROAXB R 20
{(xy): (xy) OR}

R : Relacion AxB := R [JAXB ,R z#[J

S(AxB) : Gréafica de R(AxB)
A: Conjunto de Partida o Primer Conjunto del Producto Cartesiano
B: Conjunto de Llegada o Segundo Conjunto del Producto Cartesiano

Se define ademas algunos elementos destacados de la Relacion R en AxB

Def: D(R) := {x: xXOA OOXY)[R}
I(R) := {y: y[B OOXY)[R}

D(R) : Dominio de R(AxB)
I(R) : Imagen de R(AxB)}

Una representacion de R(AxB) sobre el Producto Cartesiano es:

B AxB
Relacion
V x X X X [x X
U x X x x [x X
T K X x [|x (et)x
S X X X X X X
a B ¢ d e f A

Otra representacion de una relacién R(AxB) es por Graficas como las que se muestran a continuacion:
Los Conjuntos Ay B y sus elementos se representan por Diagramas de Venn y los PO que componen la Relacion por
segmentos orientados (flechas).

A={abcdef}

B={stuv]
Grafica(R)={(at)(bt)(ct)(cu)(cv) (du)(dv)}
Dominio (R)={abcd}

Imagen (R) ={tuv}



4.4.- RELACION UNIVOCA (RU)

xy)OR
Def: R JUnivoca := (xy) = y=z
(xz2)OR
B AxB B AxB
Relacién no univoca Relacién univoca
vV X X X X X X vV X X X X X X
u X x |x x [|x X u X x X |x x X
t X X X [x (et)x t X X [x x (et)x
S X X X X X X S X X X X X X
a b c¢c d e f A a b ¢ d e f A

En la representacion de una relacion univoca por segmentos orientados se caracteriza por la condicion que de
los elementos del dominio sale una flecha sola o ninguna.

R —AxE
R [JUnivoca

Obs: En una Relacidn Univoca de cada Elemento del Conjunto de Partida A sale una flecha o ninguna . {0,1}.
Con respecto al Conjunto de Llegada B no existen restricciones.



4.5.- FUNCION

4.5.1.- DEFINICION DE FUNCION

Una funcién es una relacion que cumple 2 condiciones:

1.- Estar definida para todo elemento del Conjunto de Partida A. Es decir que el Dominio de la Relacion f es
el Conjunto de Partida: A=D
2.- Ser Univoca

OxOA xy)O f
f:As B Hxy)

Def: = , (xy)d f
X = f OUnivoca := = Y=z
y (x2)0 f } y

D(f) := {x: xOAOOxy)df}y=A
I(f) == {y: yB OOXy)Of}
f(AxB) := {(xy): (xy) Of}

f : funcion
A : Conjunto de Partida o Primer Conjunto del Producto Cartesiano 6 Dominio de la funcion
B : Conjunto de Llegada o Segundo Conjunto del Producto Cartesiano 6 Codominio de la funcién
f(AxB) :Grafica de la funcion
I(f) :Imagen de f(AxB)

Obs 1: Notese que el simbolo [ A B ] representa al Producto Cartesiano AxB y el simbolo [ x -y]
representa al PO (xy). Es decir que las dos flechas tienen significado diferente , y es por ello que la flecha que
sefiala al PO aveces se la indica con una colita [ x +- y ] para diferenciarla de la flecha que sefiala el PC. Esto se
obvia si no hay confusion posible.

f:A-B f : AxB
Xy (xy)

Una primera forma de representar una funcion es con un grafico Cartesiano donde puede observarse las 2
proposiciones que hacen a la definicién de funcion:
1.- El estar definida para todo elemento del Dominio A =D.
2.- Ser Relacion Univoca.

B AxB
funcién
vV X X X X |[x X
u x x X x X [x
t X X [x x (et) x_l
S X X X X X X
a b ¢ d e f A



La representacién de una funcién por diagramas de Venn es:

Ffrd—=58
Xy

A={abcdef}

B={stuv]
Grafica(f)={(at) (bt) (cu)(dv)(eu)(f 1)}
Dominio (f)={abcdef} = A
Imagen (f)={tuv}

Obs 1: En una funcién de cada elemento del Conjunto de partida A sale una flecha y solo una {1}. Con respecto
al Conjunto de Llegada B no existen restricciones.

Obs 2: En la definicién de funcion existen 4 elementos, el primero de los cuales es su nombre, y los otros 3

elementos son 3 conjuntos el Dominio, el Codominio y la Grafica, de las cuales depende la funcién. Cambiando
cualquiera de estos 3 Conjuntos cambia la funcién. Se plantean un ejemplo:

Ejemplo: Sea el Conjunto de pares ordenados G :={(xy) : y = x*?}

1.- Este Conjunto G carece de sentido si no se aclara que son x e y. Pueden ser elementos de cualquier

conjunto genérico ( que significarfa y = x? ?), o nlimeros reales o complejos etc. Esto muestra que debe definirse el
PC AXxB sobre el cual se quiere trabajar.

Suponiendo que AxB = RxR entonces G seria la Gréfica siguiente:

R y=xﬂ2

2.-Si setoma A =R no existe funcion pues
2.1.- La relacion no es univoca

2.2.- Larelacidn no esta definida para todo elemento de R. Es decir D=A#R

3.-Siserestringe a A =R"0{0} no existe funcion pues
3.1.- La relacién no es univoca

4.-Siserestringe a A=R"0{0} y a B=R"0{0} siexiste funcion, que se llamara arbitrariamente
RaizCuad:

RaizCuad: R* [7{0} - B=R" {0}
X -y =x"



5.- Pero también se podria haber elegido arbitrariamente a A=[02] y los siguientes subconjuntos de G:

xO[01 y = +x*?
x O[12] y = —x1?

lo cual permite definir otra funcién que se llamara f, diferente por supuesto de la anterior RaizCuad:

f: [02] - R* {0}
. y=+x1/? xO[0 1]
y=-x2 xO[1 2]

todo este analisis muestra como una funcion depende no solamente de su Gréafica, sino también de sus Conjuntos
de Partida y de Llegada.

4.5.2.- REDUCCION DE UNA RELACION GENERICA A FUNCION

Una Relacion Genérica R siempre puede reducirse a una funcion , en forma totalmente arbitraria, por medio de
dos pasos que consisten en hacer cumplir las dos definiciones de la definicidn de funcion:

Paso I: Reducir el Conjunto de Partida de la relacién D(f) para que se cumpla D(R) = D(f) o también
reducirlo a parte de D(R) [ D(f) O D(R) ]. Es decir que para todo elemento del Dominio de la funcién D(f) exista por
lo menos un elemento en la Grafica G o sea: D(f) O D(R).

Paso Il.- Asignar a cada elemento de D(f) un solo par de la Gréfica G (Unicidad).

4.5.2.- PORQUE FUNCION

El objetivo de definir el concepto de funcion, es decir una relacion univoca para todo un dominio es porque
permite la implicacién

LCKOA x=y = f(x)=1(y)

Por otro lado la importancia de la definicion de funcion resulta de su gran aplicacién. Algunas funciones
matematicas entre las mas usuales:

Tipo funcion
Sucesiones S:N-B
Matrices M:N*_ B
Leyes de Composicion Interna T:EXE-E
Leyes de Composicion Externa T:KXE-E
Productos Hermiticos T:EXE-K
Polinomios P:R? L R?
n
X z a; X i
i=0
Funciones de 1 variable real P:R-R
Funciones de varias variables reales | P:R"- R
Funciones de variable compleja P:R?_R?




4.5.4.- FUNCION COMPUESTA

4.5.4.1.- DEFINICION DE FUNCION COMPUESTA

Si se plantea una composicién sucesiva de funciones también se tiene una funcion directade A a D como se
vera a continuacion:

— gof =gl

la relacion compuesta es funcion si se toma la precaucion de asegurar que  B/7C

Teorema
f:A-B
Xy
f:A-D
g:C-D go ;
X o 2Z= X
Vo g f(x))
BOC
gof = g(f) : funcién compuesta de g con f
D.-
(xy)Of
f:A-B = [KOA Oxy)Oof O = y=y
[xy) (x/ )0 f y=y
O
g:C D = Yy OQyz)0g 0O (yz') g }:.s z=7
(yz)Og

como BOJC se tiene

mm aypog o VR }: 227
(yz)Og

por lo tanto se puede se puede definir una relacién sobre AxD que para todo elemento de A tenga un par en la

relacion y ademas sea univoca:

f
gof: A - D = [KOA [Oxz)[hof [ (xz)Hgo }: 71=7

(xz' )dgof
Existe entonces una funcion llamada compuesta gof que se define como:

gof :A- D
X - z=9(f(x))



4.5.4.2.- TEOREMAS

T,.- Def gof=g(f) = ho( gof) = (hog)of




4.5.5.- CLASIFICACION DE FUNCIONES SEGUN EL CODOMINIO

4.5.5.1.- DEFINICION DE FUNCION INYECTIVA

f
Def: f Olnyectiva := (xy)O = XS5z
(zy)Of

Obs: A cada elemento del Codominio llega una flecha o ninguna {0,1}.

4.5.5.2.- DEFINICION DE FUNCION SURYECTIVA

Def: f JSuryectiva :=  [y[B Oxy)Of

Obs: A todo elemento del Codominio llega por lo menos una flecha. {1,n}.

4.5.5.3.- DEFINICION DE FUNCION BIYECTIVA

f O Inyectiva

Def: f [JBiyectiva := .
f O Suryectiva

Obs: A todo elemento del Codominio llega una flechay solo una {1}.



4.5.6.- FUNCION INVERSA

4.5.6.1.- DEFINICION DE FUNCION INVERSA

Def: funcion inversa de f

(f:A- B
B A Xy =xy)Of
g:b- .= J0ydOB Oyx)Og
y - X
gOUnivoca := ()09 = y=z
\ ()09

g: funcién inversa de f
La notacién habitual de la funcién inversa es

=g

4.5.6.2.- TEOREMAS

T,.- [ :gLfuncioninversade f = f [JBiyectiva
D.-[J] larelacidn g(BxA) se define como

g(BxA) :=={(yx) : (xy) O f}

por ser f biyectiva, es simultdneamente inyectivay suryectiva

f O Inyectiva := Gy)of = X=Ez
(zy)Of
f O Suryectiva :=  OyOB xy)Of

La relacion g es entonces:

1.- Univoca porque f es inyectiva
2.- Esta definida para todo el conjunto B por ser f suryectiva

por lo tanto es g funcion

[=] Lacondicion suficiente se demuestra a partir de la definicion de g.



1.- Como g es univoca porque entonces f es inyectiva
2.- Como g cumple OyOB Cxy)Of entonces fsuryectiva

por lo tanto es f es biyectiva
T,- gOfunciéninversadef - g7t =(f1)7 =f
Ts.- gfuncioninversadef < glJbiyectiva

Obs: Usado en definicién de Natural

f Obi

T4.- o _|y = gof [biy
g Obiy

Ts- 0 A A

X = X funcion identidad = f=f*



4.6.- RELACIONES BINARIAS: RELACIONES EN AxA

4.6.1.- RELACIONES REFLEXIVA, SIMETRICA TRANSITIVAY DE EQUIVALENCIA

4.6.1.1.- RELACION REFLEXIVA

Def: R[OReflexiva = [KOA (XX)[R

A AxXA
Rel. Reflexiva

e X X x [x X
d x x X X X
c X X KX X
b x X X ‘x X ‘
a |x |x X X X
a b ¢ d e A

Obs : Larelacién es Reflexiva si contiene toda la diagonal Principal del Producto Cartesiano AxA.

4.6.1.2.- RELACION SIMETRICA

Def: ROSimétrica = (XY)[R = (YX)[R

A AXA
Rel. Simétrica

><><|><
D (X X ><‘|><|><

X X X

D T O o @D

O'><><><|><><
O><|><
X

D [X X X X X
o X

Obs: La relacién es Simétrica si los pares ordenados del Producto Cartesiano AxA son Simétricos respecto
de la Diagonal Principal.

Teorema ROSimétrica = (XY)[R = (YX)[R
D.- Por definicion de Relacion Simétrica

xy)OR = (yx)OR
(YyX)OR = (xy)OR



4.6.1.3.- RELACION TRANSITIVA

Def: RO Transitiva :=

(x,y)I:IR} = (X, 2)[R
(y,2)OR
A AXA
Rel. Transitiva
e XK x x x [X
d |@@d) (bd)x [x X
c x x x x X
B |[@)x |x x X
A X x x x X
a b ¢ d e A

Obs: La relacion es Transitiva cuando: dado dos pares (X,y) vy (y,z) de la relacion R, existe un tercer par
(X, 2) que también pertenece a la relacién. Este Gltimo es el par que esta en la misma columna del primero y fila del

segundo. (jaque de torres)

4.6.1.4.- COMPATIBILIDAD E INDEPENDENCIA DE LAS RELACIONES REFLEXIVA, SIMETRICA Y

TRANSITIVA

Compatibilidad

A AxA
Rel Reflexiva
Simétrica Rel Equiv.
Transitiva
e X X X X X
d X x x X X
c X K X X x
b X X X [|x X
a X X x X X
a b ¢ d e A
Independencia
A AxA A AxA A AxA
Rel No Reflexiva Rel. Reflexiva Rel. Reflexiva
Simétrica No Simétrica Simétrica
Transitiva Transitiva No Transitiva
e X x X X x e X X X X X e X X X X X
d x x X X X d x x x X [x d x x x X X
c x X X [x X c X X X X X c X X X |xX X
b x X X [x X bxx’x_xx b x X [x X X
a X x X X X a X X x X X axxx|xx
a B C d e A a b ¢ d e A a b ¢ d e A

(bc)D(ca)/=(b



Las relaciones Reflexivas, Simétrica y Transitiva son compatibles e independientes como se demuestra en
los ejemplos expuestos.

Obs: En particular la relacidn Reflexiva es independiente de las Simétrica y transitiva:

R O Simétrica

. /=R [JReflexiva = (R[BSimétrica) (RO Transitiva) LJ(R/JReflexiva) # [J
R OTransitiva

Sin embargo hay una aparente demostracion de que la condicion de relacién Simétrica y Transitiva implica la
de Reflexiva . Esta demostracion es falsa, a pesar de lo que pareceria en un primer analisis:
Demostracién aparente de la proposicion no valida

Por ser R una relacion Simétrica
YR = (yX)[R

y por ser R una relacién Transitiva

(x,y)dR

(y x)DR}: X, X)[R

La proposicion demostrada no es valida para todos los elementos x del conjunto A por lo tanto la condicién de
simetria y transitividad no aseguran la reflexividad.

4.6.1.5.- RELACION DE EQUIVALENCIA

A partir de la compatibilidad e independencia de las Relaciones Reflexiva, Simétrica y Transitiva se puede
definir:

R ORe flexiva
Def: R[Equivalencia := <R 0O Simétrica
R OTransitiva
A AXA
Rel Reflexiva
Simétrica Rel Equiv.
Transitiva
e X X X X X
d X x x X X
c X X X [x X
b X X X [|x X
a X [x x x X
a b ¢ d e A




Ejemplos: Son Relaciones de Equivalencia

[=1 Igualdad de Conjuntos en general
y en particular Igualdad de Numeros Naturales, Enteros, Fraccionarios, Reales y Complejos.
[ =] Identidad de elementos
[ =] Doble Implicacién de Proposiciones
1] Paralelismo de Rectas y Planos
[ 4] Semejanza de figuras y Congruencias

4.6.2.- CLASE DE EQUIVALENCIA (CE)

4.6.2.1.- DEFINICION DE CE

Def: R[JEquivalencia
CEX):={y:(xy) JRE}

CE(X) : Clase de equivalentes al elemento x con respecto a RE

4.6.2.2.- DEFINICION DE CONJUNTO COCIENTE

Def: R[JEquivalencia
CEX):={y:(xy) JRE}
P:={CE(x)}

P : Conjunto Cociente: Conjunto de las Clases de equivalencia de RE

4.6.2.3.- TEOREMAS

T,.-
X ={x}
- [RE
Y=ty = {IIZE(X)::{y:(xy)EIRE}

f: XY : T Obiyectiva



4.6.3.- RELACIONES A-REFLEXIVA , A-SIMETRICA, A-TRANSITIVA Y ANTISIMETRICA

4.6.3.1.- RELACION A-REFLEXIVA

Def: ROA-Reflexiva := R [JReflexiva
[CKOA (X X)[R

KOA (XX)[R

Obs: La relacion es A-Reflexiva si no contiene a Toda la Diagonal Principal del Producto Cartesiano AxA.

4.6.3.2.- RELACION A-SIMETRICA

Def: RJA-Simétrica := R [J Simétrica
= XY)R /= (YX)R

= Oxy)R O (YX)L[R

Obs: La relacién es A-Simétrica si existe algin par ordenado de la relacion no Simétrico respecto de la
Diagonal Principal del Producto Cartesiano AxA.

4.6.3.3.- RELACION A-TRANSITIVA

Def: ROA-Transitiva := R [J Transitiva
(x,y)OR

= (yz)EIR} I= (X, 2)[R

4.6.3.4.- RELACION ANTISIMETRICA

La definicidn de Antisimetria se apoya sobre la existencia previa de una Relacidn de Equivalencia RE.

RE 0O Equivalencia

Def: R/ Antisimétrica /RE := OR
(xy) = (xy)ORE
(yx)OR

A AxXA
Rel Antisimétrica

xX X
o (X X X X |[X
X X X |X

g

}X\X xX X

QT O QO o
O |X |X |X

O |X X X [IX X

QO (X



Obs 1: La definicion de la Relacion Antisimétrica significa que no coexisten en la relacién pares simétricos
salvo los (x X) que estan en la diagonal principal.

Esto se observa facilmente tomando la Proposicion Contrarreciproca (PCR) de la definicién dada:

PCR Proposicion Contrarreciproca

R Antisimétrica /RE

{RE 0 Equivalencia

(xy)ORE = [(xy)ORO(yx)OR]

Obs 2: Las relaciones Antisimétricas son independientes y compatibles con las relaciones Simétricas y A-
Simétricas, es decir las pueden ser simultaneas, como lo prueban los siguientes ejemplos:

A AxA A AxXA
Rel Simétrica Rel. Simétrica
Antisimétrica No-Antisimétrica
e X X X ﬂ e X X Z‘x
d x x x X [x d [x IZ_X X X
c X X IX_.X X c X x X X ZI
b X x x x X b x x X E‘x
a X X X X X a X X X X X
a b c d e A a b ¢ d e A
A AXA A AXA
Rel A-Simétrica Rel. A-Simétrica
Antisimétrica No-Antisimétrica
e X X X X [X e X x [ X [x
d X x x X X d X x x X [X
c X X X X X c X x x X X
b X x x x X b X x x Xx X
a X X X X X a |[x X X X X
a b c d e A a b ¢ d e A




4.6.4.- RELACIONES DE ORDEN

4.6.4.1.- RELACION DE ORDEN ESTRICTO (ROE)

. R O A - Simétrica
Def: R/70rden Estricto := .
R OTransitiva
A AXA
Rel A-Simétrica
Transitiva ROE

QQ T O Q o
xX X
O (X X X X [X

QO | X | X |X

T |X X X |[X X
O |X X X [X X
D |X X X X X

Ejemplos: Son Relaciones de Orden Estricto

[ >] Mayor de Nimeros Naturales Enteros, Fraccionarios y Reales

4.6.4.2.- RELACION DE ORDEN AMPLIO (ROA)

R ORe flexiva
_Def: R[70Orden Amplio/RE := { RO Antisimétrica / RE
R OTransitiva
A AXA
Rel Reflexiva
Antisimétrica/RE ROA
Transitiva
e X K X X X
d X K X X [x
c X K X [x X
b x X X x X
a X [x X X X
a b ¢ d e A

Ejemplos: Son Relaciones de Orden Amplio

[ Z7] Inclusion de Conjuntos
[ =] Implicacion de Proposiciones
[ 2] Mayor oigual de Nimeros Naturales Enteros, Fraccionariosy Reales



Obs: Las notaciones usuales para las relaciones de ordenson x2y 6 xRy 06 (xy)JR. Seha
preferido la Ultima notacién para evitar confusiones.

4.6.4.3.- RELACION DE ORDEN TOTAL

Una tipificacion de Relacion de Orden tanto para ROE como para ROA es la de ser Total sobre el Conjunto A.
Esto es cuando para todo elemento x de A , existe por lo menos un par ordenado (x y) en la relacién de Orden

Def: R[7Orden Total /A := [XOA xXY)OR O (yX)OR

R/JOrden Total /A : Relacion de Orden Total sobre A

4.6.4.4.- TEOREMAS DE RELACIONES DE ORDEN

Teorema: Dado una ROA [ROE] (de mayor o menor), existe siempre otra ROA [ROE] (de menor o mayor), que es
la simétrica de la primera con respecto a la diagonal principal del AxA .



