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MANIPULACION DE CADENAS
Y LENGUAJES.

Las gramaticas regulares son parte esencial de los lenguajes regulares. Los autématas finitos (AF)
son una representacion grafica de los lenguajes regulares. Es conveniente antes de abordar el tema
de AF tener en cuenta algunos conceptos importantes que permiten la manipulacion correcta de los
lenguajes regulares y los autdomatas finitos, por esa razon se trataran algunos aspectos que se
consideran importantes antes de entrar de lleno con el tema de autématas finitos.

Una palabra que pertenece a un lenguaje L(G) realmente es una cadena de simbolos o caracteres y
por eso la relacion existente entre simbolos, cadenas, lenguajes, alfabetos y gramaticas es
importante.

Cadena. Es una secuencia de simbolos yuxtapuestos (se coloca uno seguido del otro).

Sea Y={0,1,2}
w=0 x = 02 y =011 z=12012

En este caso w, X, y, z son cadenas formadas con simbolos del alfabeto .

Longitud de una cadena \M . Es el numero de simbolos que integran dicha cadena.

Y={a,b,c,d,e,....... , Z}
w = hola X = manzana y = limén
w=4 x| =7 y|=5

Concatenacion (wx). Es la cadena que se forma al escribir la primera cadena w, seguida de la
segunda x sin espacios entre ellas.

Sea. w=arbol X = grande.
La concatenacién de w con x es: wx = arbolgrande
Cadena vacia (g). Es aquella cadena que no tiene simbolos. En donde ew = we. También €€ = €.
Si w = pera entonces EW = pera = wWe

Cadena elevada a una potencia (w"). Si n es un elemento del conjunto de nimeros naturales (n
eN) y w es una cadena. Entonces:

w’ = ¢ (cadena vacia)
w'= ww
2 _ 1— 0
w?= ww'= www
we= ww?=www' = wwww®
w" = ww""
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Sea w = Hola

w* = ww?® = www? = wwww' = wwwww® = HolaHolaHolaHolas = HolaHolaHolaHola

Sea w = Pera x = Verde

(wx)?> = wxwxw’x’ = PeraVerdePeraVerde

wx? = www’xxx° = PeraPeraVerdeVerde

Prefijo de una cadena (p). Se dice que p es el prefijo de una cadena w si para alguna cadena x se
obtiene w = px. Ejemplo.

Sea w = Bimestre donde p = Bi X = mestre

w = Bianual p = Bi X = anual

O bien

w = Pera El conjunto de prefijos es {P, Pe, Per} en donde x es {era, ra,
a}

Sufijo de una cadena (s). Se dice que s es el sufijo de una cadena w, si para alguna cadena x se
obtiene w = xs

Sea w = Suspension donde X = Suspen s = sidn
w = Division X = Divi s = sién
O bien

w =Mango El conjunto de sufijos es {o, go, ngo, ango}
en donde x es {Mang, Man, Ma, M}.

Subcadena. La cadena x es una subcadena de la cadena w si existen las cadenas p y s en las
cuales w = pxs.

Sean w = Pera
El conjunto de subcadenas de w es {P, e, r, a, Pe, er, ra, Per, era, Pera, €}

Inversa de una cadena ( w'). Es la cadena que se obtiene al escribir los caracteres en forma
invertida. Para la inversa de w se cumple que:

w Si W=¢€

x'a si w = ax Donde: (aey)y (xel)

WI
WI
Sea w = Hola

w' = (Hola)' = (ola)'H = (la)'oH = (a)' loH = (€)' aloH = aloH

Se sabe que w' = (xy)' =y'x'.
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Ejemplo.

Sea w = Morelia y sean X = More y = lia
w' = (xy)' = (lia)'(More)' = (ia)'l(ore) M = (a)'il (re)' oM
= (€)' ail (e)' roM=ail (€)' eroM = aileroM

La inversa se puede anular a si misma aplicando nuevamente la inversa, de tal forma que: w = (w')'.

Cerradura de Kleene o cerradura estrella (>*). Es el lenguaje con todas las cadenas que se
pueden formar con el alfabeto (3).

Sea ¥={0, 1}
$*=1{0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, 100, 101, 110, 111, 0000, 0001, 0010, ......}

> es un conjunto finito, pero * es infinito, ya que el numero de cadenas diferentes que se pueden
formar es infinita.

Operaciones con lenguajes.

La operacion con lenguajes algunas veces provoca un poco de dificultad. Con la finalidad de
simplificar y hacer mas nitido el manejo de lenguajes se se indicaran los lenguajes por medio de una
sola letra mayuscula, de tal manera que L, M, N pueden ser lenguajes en lugar de L(G), M(G) y
N(G).

Los principios de concatenacion, potencia, inversa y cerradura de Kleene usados en cadenas, son
aplicables también a lenguajes.

Concatenacion de los lenguajes L y M (LM).

La concatenacién de lenguajes se forma combinando todas las cadenas del lenguaje L con las
cadenas del lenguaje M. Ejemplo.

Sean: L={a,b,c}yM={1, 2}
LM = {a1, a2, b1, b2, c1, c2}

Observar que si L es lenguaje del alfabeto }; y M es lenguaje del alfabeto ) ,, entonces LM sera
lenguaje del alfabeto (> 1LY 2).

Si se concatena un lenguaje L con otro que tiene como unico elemento la cadena vacia, el lenguaje
L no sufre cambio alguno. Asi mismo; si se concatena un lenguaje L con el lenguaje vacio (&) el
resultado es <.

L{e}=eL=L
Lg=gL=g

lect_manipulacadenas_150908_e.doc
Editorial: Alfaomega Grupo Editorial



Matematicas para
la computacion

Potenciacion de lenguajes. De la misma manera que se comporta la potencia con cadenas de
simbolos, asi se comporta cuando se trata de lenguajes. De tal manera que:

L"={¢} Sin=0
L = LL™ Sin>0 neN

Ejemplo.

Sean:
L={011} sobre Y ={0, 1} entonces:

L°={¢} Sin=0
L*= LL® = LLL?= LLLL" = LLLLL°=011011011011¢ = 011011011011

Inversa de un lenguaje ( L'). Es el lenguaje que se obtiene al escribir los elementos de un lenguaje
en forma invertida.

Sea: L ={Morelia, Michoacan}; >={a, b, c,........ z}
L'= {aileroM, nacaohciM}

Cerradura estrella sobre un lenguaje (L*). Es la union de todos los lenguajes potencia de L desde
n=0 hasta infinito (n € N), que se pueden formar con el alfabeto (}).

Sea >={a, b}, L ={abb};
L*=1L°uLl"u......... U L”={¢}u{abb} U {abbabb}u......... U {abb}”

Cerradura Positiva de un lenguaje (L*). Es la union de todos los lenguajes potencia de L, desde
n=1 hasta infinito, que se pueden formar con el alfabeto ().

Sea >=({a, b}, L ={abb};
L'=L"ul?u......... U L~ = {abb} U {abbabb}u......... U {abb}”
L" = {abb, abbabb, abbabbabb, ......... }

Cerradura elevada a una potencia ((L*)'). Es la concatenacién i veces del lenguaje L.

(L) =LL".....L" i veces L*

Sublenguaje. Si L y M son lenguajes, se dice que L es sublenguaje de M si todos los elementos de L
estan también contenidos en M. Se expresa como.

LcM
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Observar que la diferencia entre la cerradura estrella y la cerradura positiva Unicamente es la
cadena vacia (¢). De tal manera que se puede afirmar que L'cL*.
Ejemplo.

Sean: >={0, 1}
L={011,011011, 011011011011};
M={a"/a=011; n eN}={011,011011,011011011, 011011011011, ....}

De aqui se puede observar que:
LcM

Considerando que un lenguaje es un conjunto de simbolos o palabras sobre un alfabeto, se puede
llevar a cabo algunas operaciones de conjuntos como la unién, interseccién, diferencia y
complementacion.

Sean L y M lenguajes entonces:

(LUM) = {x/xeL 6 xeM 6 xe (LnM)}
(LAM) ={x /xeLyxeM}
(L-M)={x/xelLyxegM}
L°=3*-L={x/xeY*yxelL}

Sean: Y={a, b, c}
L ={ ¢, abc, aab, aabb, bbc, cb, cab}; M = {aa, ab, aabb, bab, cb, cc}

Entonces:
(LUM) ={ ¢, aa, aab, aabb, ab, abc, bab, bbc, cab, cb, cc}
(L~M) = {aabb, cb}
(L - M) = {g, abc, aab, bbc, cab}
L°=5*-L={x/xeY"*yxg{¢, abc, aab, aabb, bbc, cb, cab }}

A continuacioén se muestra un pequefio resumen de algunas de las propiedades de las operaciones
con lenguajes:

LY=L
(LM)'=M" L
(Lum)=L'uM
(L)' =L"'~M'

L*=L°uLl ={gulL"
(e)" = {e} = {e}*

Le=¢elL L
Lo=CL=¢g
L* = (L*)*
L"=LL*=L*L
L+ =(L+)+
L*=LL*=L*L
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(LC) I = (LI) c
(LY'=()"
(L*) I = (LI )*
J*=¢

Donde: L y M son lenguajes, € la cadena vacia y & el lenguaje vacio.

Lenguajes regulares.

Con el alfabeto ) es posible formar una gran cantidad de lenguajes, pero no existe un método
efectivo para saber cuantos de ellos son regulares. Todos los lenguajes sobre Y son sublenguajes
del lenguaje universo *, en lugar de ello se utilizaran algunas propiedades de los lenguajes para
determinar cuales de ellos son regulares. El conjunto de lenguajes regulares sobre ) son:.

¢El lenguaje vacio .

¢El lenguaje que contiene la cadena vacia como unico elemento {€}.

¢El lenguaje unitario {a} es regular V a€ ).

¢Si L y M son lenguajes regulares entonces también lo son: El lenguaje que resulta de la
union (LUM), la concatenacion (LM), la potenciacion (L" o M") y la cerradura de Kleene (L*).

¢Ningun otro lenguaje sobre > . Es regular.

Ejemplo sean } .={0, 1} L={01, 11, 001}; M={1, 11, 00} entonces:

e Jesregular.

{ €} es regular.

{0} y {1} son regulares ya que son conjuntos unitarios sobre }.

L y M son lenguajes regulares.

La unién (LUM) = {1, 01, 00, 11, 001}. También es un lenguaje regular.

La concatenacion (LM) = { 011, 0111, 0100, 111, 1111, 1100, 0011, 00111, 00100}, es un
lenguaje regular.

La potenciacién L2 = LLL® = {01, 11, 001}{01, 11, 001} € ) es lenguaje regular.

La cerradura de Kleene L*=L° U L' U......... U L”. también es lenguaje regular.
{0"/n eN}={0, 00, 000, 0000, ..... } También es lenguaje regular (potenciacion).
{0"™ / n20; m=0}. Potenciacion y concatenacion también es un lenguaje regular.
{(011)" / n e N}. potenciacion es lenguaje regular.

Se puede concluir que a partir del alfabeto , los lenguajes obtenidos con las operaciones unién,
concatenacion, potenciacion y cerradura de Kleene son lenguajes regulares, ademas de los
lenguajes de un solo elemento, incluyendo la cadena vacia y el lenguaje vacié.
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Expresiones Regulares. Es una nueva forma de expresar los lenguajes regulares y tiene como
finalidad facilitar la manipulacion y simplificacién de los mismos. La equivalencia entre leguajes
regulares y expresiones regulares es como se indica en la siguiente tabla:

{a} a

{e} €

o* €

{a}+ a+

{a}* a*

{ab} ab
{a}{b}={a,b} aub

De tal manera que el lenguaje {a, bc}*{ €, aab}{c} sobre Y={a, b, c}, se puede indicar por medio de
una expresion regular de la siguiente manera:

(aubc)*( ewaab) ec

La jerarquia de operacién es como se indica en la siguiente tabla:

paréntesis 1@
*’ +1 n 28
Concatenacion () 32
U 42

Los paréntesis solamente se usaran en casos extremos, ya que la finalidad de las expresiones
regulares es la simplificacion en la representacién de los lenguajes regulares.

Muchas veces se tienen expresiones regulares muy complejas, las cuales se pueden simplificar
para obtener una expresion mas compacta. A continuacion se tiene una lista de equivalencias de las
expresiones regulares a, b y ¢ sobre el alfabeto ), que es conveniente tener en cuenta en el
momento de la simplificacion.

aub=bua

ava=a
avg=gua=a
*=¢

(aub) uc = au(buc)
ac=ga=a
agd=Ca=

b* =g uUb”

a' = aa*

a(buc) = abuac; (aub)c = acubce
(ab)c = a(bc)

2| OO|OINO|OARWIN| -~

— ] —
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12 | a* = a*a* = a** = (eva)* = (aug)a* = a*(aue) = evaa*
13 | (aub)* = (@*ub*)* = (@*b*)* = (a*b)*a* = a*(ab*)*

14 | a(ba)* = (ab)*a

15 | (a*b)* = eu(aub)*b

16 | (ab*)* = eva(aub)*

17 | b(aug)*(aue) Ub = ba*

18 | aa* = a*a

Seanr, sy t expresiones regulares sobre ). Probrar que:
(rt*)*( € ur(r L)*)(r(t U €)*(t L €) Lr)* es equivalente a ( rt*)*(r((t w )" U s))*
Procedimiento :

(rt*)*( € wr(r V") (r(t w e)*(t L €) Lrs)*

(rt*)*( rt*)*(r(t v €)*(t U €) Lrs)* (16)
()" ( rt*)*(r(t © €)" rs)* (9)
(Y () (r((t o €)” us ) (10)
(rt)(r(twe)” ws)) (12)

Se puede observar que una expresion regular compacta es mas clara y sencilla.
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