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Conjuntos y expresiones regulares

< Conjunto regular: Cualquier conjunto de cadenas que se pueda
formar mediante las operaciones de union, concatenacion y cierre.

« Las expresiones regulares se utilizan para denotar conjuntos
regulares y se definen del siguiente modo recursivo (dado un
alfabeto 2:

— € laexpresion regular que denota el conjunto {€}
— [a X , aesunaexpresion regular que designa al conjunto regular {a}
— Siay [ son expresiones regulares que designan los conjunto regulares C, y
Cg respectivamente, entonces:
* (o)I(B) es la expresion regular que designa al conjunto regular C, [J Cg
¢ (0)(B) es la expresion regular que designa al conjunto regular C,-Cg
* (a)* es la expresion regular que designa al conjunto regular C*
* (a) es la expresion regular que designa al conjunto regular C,
~ @ es la expresion regular que representa la conjunto vacio (que es regular)
— Ninguna otra cosa es un expresion regular.
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Propiedades de las expresiones
regulares (1)

» Expresiones regulares equivalentes: aquellas que ain
siendo distintas representan el mismo lenguaje.

« Algunas propiedades de las e.r. en cuanto a su

equivalencia son:
— r|s=s|r (la unién o seleccion es conmutativa)

r|(s[t) = (r|s)|t (la seleccion es asociativa)

(rs)t=r(st) (la concatenacion es asociativa)

r(s|t)=rs|rt (la concatenacion es distributiva por la izquierda

respecto de la union)

~ (r|s)t=rt|st (la concatenacion es distributiva por la derecha
respecto de la union)
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Propiedades de las expresiones
regulares (2)

— er=re =r (¢ es el elemento neutro de la concatenacion)

— ®|r=r|® =r (P es el elemento neutro de la unién)

— (r*)*=r* (el cierre es idempotente)

— r*=rfr* = (gr)* = r¥|e = r*(r*le) = (rle)r* = glrr* = g[r*r
_ (r*ls*)* = (r*s*)* = (rls)* = (r*s)*r* = r*(sr*)*

r(sr)* = (rs)*r — (r*s)* =¢| (r|s)*s

- £F=0*=¢ = (rs*)* =¢| r(rls)*

- rr=rrr=r*r — r* O (rft)*

—r*=rt+|¢ -rmar*

Ptz — sir OJtentonces r* O t*

— si r,0t, y r,00t, entonces r,r, [ t,t
b =r=d 1t Yy UG ilfz Uil
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Definicion regular sobre >

Conjunto de definiciones de la forma:

d,-n,

d,- r,

donde r, es una expresion regular sobre X
donde r, es una expresion regular sobre >(d,
donde r; es una expresion regular sobre ~0d,d,

donde r; es una expresion regular sobre X [J Dijzldj

donde r,, es una expresion regular sobre > [J D“jzldj

Es decir, es una especie de gramatica en la que no
se permiten definiciones recursivas.

César Ignacio Garcia Osorio. Universidad de Burgos.

Lenguajes regulares y autématas finitos 5

Automatas (1)

Autdmata finito determinista: es una
quintupla (Z,Q, f, q,, F ), donde:

2 es un alfabeto de entrada.

Q es un alfabeto de estados.

f es la funcion de transicion:

f:QUZ - Q

qo es el estado inicial.
F O Q es el conjunto de estados finales o estados

de aceptacion
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Automatas (2)

Autdmata finito no determinista: es una
quintupla ( %£,Q, f, q,, F ), donde:

2 es un alfabeto de entrada.

Q es un alfabeto de estados.

f es la funcion de transicion:

f:Q0(ZE ) - P(Q)

qo es el estado inicial.

F O Q es el conjunto de estados finales o estados
de aceptacion
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Automatas (3)

La parte fundamental de un automata finito es su funcién de
transicién por eso es habitual representarlo mediante una tabla
que da dicha funcién o mediante un grafo

a b ¢
—-Qoldo d1 02
qifds d2 02
(@)|ds 93 O3
(@3)|ds 92 Q2
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estados = nodos

transiciones = arcos
estados finales = nodo con doble circulo
estado inicial = nodo con flecha de entrada
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Automatas (4)

+ Extension de f a palabras: la funcion f toma como
argumentos un estado y un caracter, pero se puede
definir una funcién que tome un estado y una palabra:

f:Qoz* - Q e XX *

f(q.e)=f(a,e) f (q, ex) =f (f(g.e), )

La funcion fN(q, w), da el estado al que se puede llegar

partiendo de g vy siguiendo las transiciones segln w.

 El lenguaje reconocido por un automata
M= (Z,Q, f, q,, F) se define como:
L(M)={wLX *: f (go,W)IF} AFD
L(M)={wIX *:f (gpuWw)nF 0}  AFND
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Simulacion de un AFD

S « Qy;
c — sgtecar();
while ¢ # e.o.f do

mueve(s,c) es una funcién que
implementa la funcion de

transicion, dado un estado y un
caracter nos devuelve el estado

be in siguiente
S — mueve(s,c); sgtecar() es una funcion que
accede al siguiente caracter de la
C — sgtecar(); cadena de entrada
end

if sOF then return “SI” else return “NO”
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Simulacién de un AFND

S « cerr-e({sy });

C — sgtecar();
while c #e.o.fdo cerr-g (s) conjunto de estados a los
- - que se puede llegar a partir de s

beqin siguiendo arcos etiquetados con €

mueve(s,c) funcion de transicion

sgtecar() accede al siguiente
caracter de la entrada

S « cerr-g(mueve(S,c));
c — sgtecar();
end
If SnF£0 then return “SI” else return “NO”
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Paso de un AFND a un AFD

o cerr-g(q) = {f (q, €")}0{q}. Es decir el conjunto de estados a los que puedo
llegar a partir del estado g mediante transiciones € (sin consumir entrada)

o cerr-¢(T)= qucerr-e(q)
+ Algoritmo: Construccion de subconjuntos
D — cerr-g(qy);
while haya un estado T sin marcar en D do
marcar T,
for cada simbolo de entrada alX do
U — cerr-e(mueve(T, a));
if UOD then afadir U sin marcar a D
tranD[T, a] — U
‘ AFND( Z,Q, f, g, F ) - AFD( Z,D, tranD, cerr-g(q,), F ) F={UCD: UnF # 0} H
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Teoremas de analisis y sintesis

Teorema de sintesis: Todo conjunto regular es un
lenguaje aceptado por un reconocedor finito.
e.r -~ AFD
Procedimientos:
Método de Thompson
Método de las derivadas
Método de Aho-Sethi-Ullman
Teorema de analisis: Todo lenguaje aceptado por un
reconocedor finito es un un conjunto regular.
AFD - er
Procedimientos:
Método 1
Método de las ecuaciones caracteristicas
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Meétodo de Thompson (1)

1 @ ~O O
2 g€
3 a
4 o
5 B
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Meétodo de Thompson (2)
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Meétodo de las derivadas (1)

Consideremos una expresion regular o, que designa un
conjunto regular L, y consideremos el conjunto L®
formado por todas las cadenas de L, que empiezan por
un determinado simbolo e. Definimos el cociente
izquierdo de L, entre e, denotado L,\e, como el
conjunto resultante de suprimir e en todas las cadenas
de L2
Le={w:ewd L}

y definimos la derivada de a respecto al simbolo e,

denotado D (ar), como la expresion regular de L, \e.
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Meétodo de las derivadas (2)

Algunas propiedades de las derivadas asi
definidas son:

De,(87) = €sie;=e, ® si e, 7e,
Do(€) = Dg(®) = @
D (a)=a

Dew(0)=D,[De(0)]
De(a|B)=Dg(a)IDg(P)
De(aB)=Dg(a) BId (a)Dg(B) donde (a)= 0 sielLy esielL,
De(a*)=Dg(a)a*

Dyye(@)=Dg[Dy,(a)]
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Meétodo de las derivadas (3)

Algoritmo de sintesis (Brozozowaki, 1962)

Para construir un reconocedor del lenguaje denotado por la
expresion regular, se puede sequir el siguiente
procedimiento

Calcular {D,(a): wX *}

El estado inicial es q,=a; los otros son las diferentes

Dyy(a)

La funcion de transicion es f(a, e)= Dy(a);

f(Dy(a1), €)= Dye(a);

El conjunto de estado finales es

F={D,,(a): eDL(D,,(a))}
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Meétodo de Aho-Sethi-Ullman
(1)

Construir la e.r. ampliada a$ $X
Obtener el arbol sintactico de a$

Responder a las preguntas:

¢Que letras pueden aparecer como primera letra de la e.r.
representada por a cuales como ultimas?

¢Supuesto que yo se que letra acaba de aparecer, que letras
pueden venir a continuacion en las palabras representadas
por a?

La idea es tratar de numerar la posicion de las letras que
aparecen en la e.r. Una vez que tengo el arbol puedo hacer
una numeracion, lo cual me da una ordenacion parcial. Se
establece una equivalencia entre los estados significativos
del autémata y las posiciones del arbol (nodos hoja).

César Ignacio Garcia Osorio. Universidad de Burgos. Lenguajes regulares y autématas finitos 19

Meétodo de Aho-Sethi-Ullman
(2)

Permite construir directamente un AFD a partir de una
expresion regular aumentada (a$ $X ).

Primero se construye un arbol sintactico T para a$ con
las posiciones de las hojas numeradas y después se
calculan cuatro funciones: anulable, primera-pos,
ultima-pos y siguiente-pos haciendo recorridos sobre T.

Por ultimo se construye el AFD a partir de la funcion
siguiente-pos. Las funciones anulable, primera-pos y
ultima-pos se definen sobre los nodos del arbol
sintactico y se usan para calcular siguiente-pos, que esta
definida en el conjunto de posiciones de las hojas en el
arbol.
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Meétodo de Aho-Sethi-Ullman
(3)

« Lanocion de una posicion concordando con un simbolo de
entrada sera definida en cuanto a la funcidn siguiente-pos en
posiciones del &rbol sintactico. Si i es una posicion,
siguiente-pos(i) es el conjunto de posiciones j tales que hay
alguna cadena de entrada ...cd... Tal que i corresponde a esta
aparicion de c y j a esta aparicion de d.

+ Para calcular la funcion siguiente-pos, es necesario conocer quée
posiciones pueden concordar con el primer o ultimo simbolo de
una cadena generada por una determinada subexpresién de una
expresion regular. Para esto es también necesario conocer qué
nodos son las raices de las subexpresiones que generan
lenguajes que incluyen la cadena vacia (nodos anulables)
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Meétodo de Aho-Sethi-Ullman
(4)

Nodo anulable(n) | primera-pos(n) | ultima-pos(n)
n es una hoja
con simbolo € true O O
n es una hoja false {i} {i}

con la posicion i

anul(c,)Canul(c,) pripos(c,)0pripos(c,) | Ultpos(c,)Tultpos(c,)

else pripos(c,) else ultpos(c,)

true pripos(c,) ultpos(c,)

%

n if anul(c,) then if anul(c,) then
anul(c,)Oanul(c,) | pripos(c,)Opripos(c,) | Gltpos(c,)Oltpos(c,)

n%
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Meétodo de Aho-Sethi-Ullman
(5)

¢ La funcion siguiente-pos(i) indica qué posiciones pueden
seguir a la posicion i en el arbol sintactico. Dos reglas
definen todas las formas en que una posicién puede
seguir a otra:

— Si n es un nodo-cat con hijo izquierdo c, e hijo derecho c,, e i
es una posicion dentro de ultima-pos(c,), entonces todas las
posiciones de primera-pos(c,) estan en siguiente-pos(i).

Oiddltima-pos(c,) siguiente-pos(i) O primera-pos(c,)

— Sinesunnodo-ast, e i s una posicion dentro de dltima-pos(n),
entonces todas las posiciones de primera-pos(n) estan en
siguiente-pos(i)

Oi0dltima-pos(c,)  siguiente-pos(i) O primera-pos(c,)
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Meétodo de Aho-Sethi-Ullman
(6)

» Algoritmo para obtener el AFD a partir de siguiente-pos
D — primera-pos (raiz);
while haya un estado T sin marcar en D do
marcar T,
for cada simbolo de entrada alX do
U — J siguiente-pos(p);
pT p etiqueta una hoja con simbolo a
if (UOD) O (U#0) then afiadir U sin marcar a D
tranD[T,a] « U
end
end

HAFD( >,D, tranD, primera-pos(raiz), F ) F={UOD: p O Uy p la posicion de $}H
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Demostracion del teorema de
analisis (1)
Sea un AFD (%,Q, f, q,, F ), con n estados,
Q={q,, 9, ---,q,}, con estados finales
F={ar, d, ....0r }, el lenguaje aceptado es:
L(R)={w| f (w, q))0F}
0 de forma equivalente
|—~(R): O{Rylq0F}
con R;={x| f (x, g;)= q;} (conjunto de cadenas que
llevan g; del estado al estado g;). Basta entonces
demostrar que los R;; son conjuntos regulares.
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Demostracion del teorema de

analisis (2)
Se define R (0 < k < n) como el conjunto de
cadenas que llevan del estado g; al estado g; sin
pasar por ningun estado g, tal que | > k.

Vamos a demostrar por induccién que los R"ij son
conjuntos regulares:
Para k=0, esta claro que R%;es regular
Supuesto que R es regular se tiene que:
Rkij = Rk- 1ij IRk~ 1ik (Rk— 1kk )*Rk_ 1kj
por tanto, Rkij es regular para todo k, y, en
particular, R; = R"; es regular. Y L(R) es regular
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Demostracion del teorema de
analisis (3)
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Método de las ecuaciones

caracteristicas (1)

La ecuacion caracteristica de un estado g
representa el conjunto de cadenas aceptadas por
el estado g

a.=2 a

ios@) |

a

S(q;) representa el conjunto de
indices j para los cuales g; es

un estado siguiente de g;
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Método de las ecuaciones
caracteristicas (2)

Otra forma de definir la ecuacién caracteristica de un
estado es:

a; = DZ a;d; + b +¢(a;)
155(;) kK St (a;)
Donde
&, b X,
S(q;) representa el conjunto de argumentos j para los cuales
g; es un estado siguiente de g ,

S¢(d;)S(q;) son sblo aquellos argumentos j para los cuales g
es un estado siguiente de g; y ademas ¢,00F

d(0;) =esig=qyy g OF
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Método de las ecuaciones
caracteristicas (3)

Una vez que se obtiene los sistemas de
ecuaciones para cada estado, se deben intentar
resolver las ecuaciones de cada estado, de
manera que tengan la forma x;=Ax;+B donde
eUA, x;,L1B, que es a lo que se denomina
ecuacion caracteristica. Y se resuelve usando el
resultado que da el lema de Arden.

Lema de Arden: Una ecuacion de la forma
X=AX+B, donde €[JA y B#L[] tiene una solucion
Unica X=A*B.
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Lema de bombeo (1)

Para todo lenguaje L regular existe una constante n, tal
que para toda palabra z[IL (|z|=n) existen u, v, w, z=uvw,
luv|<n, V>0 'y (uv*w)OL

El lema de bombeo puede utilizarse para demostrar que
un lenguaje determinado no es regular. Para ello basta
demostrar que dicho lenguaje no cumple el lema de
bombeo.

El lenguaje L no es regular si para toda constante n
existe una palabra z[IL (Jz|=n), tal que en toda
descomposicion de z en la forma z=uvw, con |uv|<n,
[v|>0 existe un entero i tal que (uviw) CL.
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Lema de bombeo (2)

Demostrar que el lenguaje L={a"b": n(J IN*} no es regular:
El lenguaje {a"b": n [0 IN} no es regular y podemos usar el lema

de bombeo para demostrarlo. Siguiendo los siguientes pasos:
1.- Se elige un valor arbitrario N=k
2.- Seleccionamos una palabra z con |z|=N, por ejemplo akbk

3.- Se descompone z en la forma uvw, con |uv|<N y [v[>0, de todas las
formas posibles. Las posibles descomposiciones son unicamente de la
forma: u=ak"h, v=al, w= ahb* con I>0, por tanto tomando i=2, la
palabra ya no perteneceria al lenguaje. Ya que tendriamos que el
numero de aes seria mayor que el numero de bes.

Si se hubiera escogido una constante N=2k, y una palabra z de
longitud igual a N, por ejemplo z= akbk habria que haber
considerado tres posibles formas de descomponer la z, a saber:

a) u=akh v=al, w= ahbk
b) u=ak', v=albkh, w=hh
c) u=akbkHh v=p!, w=hh
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Minimizacion de automatas
(1)

En Postscript
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