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1. RESPUESTAS DE EJERCICIOS UNIDAD 05

A continuacion se presentan las respuestas a los ejercicios planteados en la Unidad
5 del libro Cinemética y Dinamica de Robots Manipuladores.

Es importante tomar en cuenta que las respuestas propuestas son una posibilidad,
aunque pueden existir otros métodos de solucion y respuestas que pueden seguir siendo
validas.

Ejercicio 1 ;Qué son las ecuaciones dinamicas y cudles son dos tipos de problemas en
los cuales se pueden aplicar?.

Solucion 1 Se trata de un conjunto de ecuaciones que permiten describir el movimiento
de un sistema, como el caso de un sistema robotico. Dichas ecuaciones permiten describir
el movimiento de dicho sistema a partir de los pares o fuerzas ejercidos por los actuadores
o por las fuerzas externas que le son aplicadas. Los problemas en los que se pueden aplicar
dichas ecuaciones pueden ser: de control y de simulacion.

Ejercicio 2 ;Qué es el tensor de inercia y para qué puede ser empleado?.

Solucion 2 FEs una matriz que permite caracterizar la inercia rotacional de un cuerpo
rigido. Entre sus aplicaciones se encuentra el cdlculo de energia cinética, momento de
impulso y es parte fundamental para la determinacion de las ecuaciones dindmicas de un
robot manipulador.

Ejercicio 3 ;Cudl es la ventaja del uso de las ecuaciones de Newton-Euler?.

Solucion 3 Su ventaja radica en que se trata de un procedimiento iterativo que puede ser
programado facilmente en una computadora para obtener las ecuaciones dindmicas de un
sistema.

Ejercicio 4 ;Cudl es la ventaja del uso de las ecuaciones de Euler-Lagrange en lugar de
las ecuaciones de Newton-Euler?.

Solucion 4 La ventaja es que estas ecuaciones manejan una cierta estructura que permite
comprender al sistema que se estd analizando. Por ejemplo, empleando las ecuaciones EL
es posible distinguir los términos correspondientes a los pares gravitacionales, fuerzas
centrifugas y de Coriolis.

Ejercicio 5 Indique qué son las coordenadas generalizadas y a qué corresponden de modo
general en un robot manipulador.

Solucion 5 Se trata de un conjunto r de coordenadas qi, k = 1, ..., r, linealmente indepen-
dientes que, junto con las restricciones de un sistema, permiten especificar univocamente
la configuracion de un sistema de r grados de libertad.



Ejercicio 6 ;Qué indica el principio del trabajo virtual?.

Solucion 6 Indica que el trabajo realizado por las fuerzas externas correspondientes a
cualquier conjunto de desplazamientos virtuales es cero.

Ejercicio 7 ;Qué indica el principio de D’Alembert?.

Solucion 7 FEstablece que si se introduce una fuerza ficticia adicional —p; en un cuerpo
que no se encuentra en equilibrio, siendo p; el momento correspondiente a la particula 7,
entonces cada particula 1 estard en equilibrio.

Ejercicio 8 Sea el prisma de la Fig. 1. Determinar el tensor de inercia con respecto al
sistema de referencia {1}.

Figura 1: Calculo del tensor de inercia para un prisma.

Solucién 8 En el ejercicio desarrollado en el Capitulo 5 se obtuvo el tensor de inercia en
el centro de masa del prisma. Considérese un sistema de referencia {0} con ejes paralelos
a los del sistema {xyz} mostrado en la figura. Entonces:

m(a2+c2)

B 0 0
0 _ m(b2+c2)
I 0 12 ( 9+b2)
0 0 B
Empleando el Teorema de Steiner, sean:
%b 1 0 O
po=| 30 | Ro=10 -1 0
5 0 0 -1



por lo que:

' = RI°(R) +m ((p(l))T Py /3x3 — P (pé)T>

m(a?+4c?
1 0 0 ) v 0 1o 0\
= o0 -1 0 0 @ 0 0 -1 0
0 0 -1 m(a2+b2 0 0 -1
o5 mee)
AN 100 1p AN
+m %a %a 010 |- %a %a
%c %c 0 01 %c %c
im(a*+c*)  —imab —mbc
= —imab  gm (b* + ) —LImac
—mbc —tmac  gm(a® +b?)

Puede verificarse el resultado anterior en sentido inverso. Supongase que se quiere deter-
minar el tensor de inercia del prisma con respecto al sistema {0}. Aplicando el resultado
del ejercicio anterior se consideran los siquientes datos:

L b 1 0 0
pg):5 a |,R{=(0 -1 0
c 0 0 -1

Ahora se emplea la ecuacion de cambio de sistema de referencia, pero teniendo cuidado
en la aplicacion del teorema de Steiner de la siguiente manera. La formula obtenida para
determinar el tensor de inercia con dos sistemas de referencia con distinta posicion y
orientacion estd dada por:

1 = RAC (RA)" +m ((08)" Pl Tses — 1, (02)")

donde I¢ es el tensor de inercia calculado en el centro de masa del cuerpo. En este caso se
desea determinar dicho tensor de inercia y por lo tanto el tensor conocido es el equivalente
a T4, por lo que:

= R () —m ((0) P — ot (o))

1 0 0 im(a*+c*)  —imab —mbc 1 0 0
= 0 -1 0 —imab  sm(b*+ ) —imac 0 -1 0
0 0 -1 —mbc —mac  gm(a® +b?) 0 0 -1
T
L2y ey Lo (1) 8 ol :
_m —_— =
A" Ty Ty TR
0 1 c &




lo cual comprueba los resultados obtenidos.

Ejercicio 9 Sea el cono de la Fig. 2. Determinar I, 1, e I.. para el sistema de refe-
rencia {1}.

ﬁR Y1’

\01

Figura 2: Célculo de inercias para un cono.

Solucion 9 Para iniciar el problema se determinard el centro de masa del cono. Para
ello, notese que éste tiene un eje de simetria, por lo que su centro de masa debe de estar
sobre dicho eje, i.e., a lo largo del eje z a una distancia z. de la base del cono. El centro
de masa del cono se determina de la siguiente manera:

1 1
zcz—/zpdV:—/zdm
m.Jv Vv

donde p es la densidad del cono, m su masa y V' su volumen. Considérese un disco como
elemento de volumen diferencial como se indica en la Fig. 3.
De esta manera, considerando {1} de la fig. 3, es claro que:

r _R
h—z h
por lo que:
1 1 [h
Ze = V/de:m/ z(ﬂ'r’2dz)
1% 3 J0
3 [ /R 3 [
= e ) z<ﬁ(h2—2hz+z2))dz:ﬁ i (R*z = 2h2* + 2°) dz
3,2 A N\ 3 et 2t Rtk
= ﬁ(”?‘”’?*z CTw\2 3 ta) T
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Figura 3: Elemento de masa diferencial en un cono.

y se concluye que el centro de masa del cono se encuentra en:
1
C
1
C
1
4

NS
Il
O O

N

Considerando ahora el centro de masa del cono, supongase que se tiene un sistema de
referencia {0} con origen en el centro de masa del cono y con la misma orientacion que
{1}. Se considera nuevamente un disco como elemento de volumen diferencial. Sea un
sistema de referencia {2} con la orientacion del sistema de referencia de la parte superior
de la fig. 2. Dicho tensor de inercia se calculo en el Capitulo 5 y es:

—mR? 0 0
po| 0 im(Z4n2) 0
0 0 n (24 02)

Considérese ahora un sistema de referencia {3} con origen coincidente con {2}, pero con
la orientacion de {1}. Entonces:

0 -1 0
Ri=1 0 0 1
-1 0 0



por lo que:

= RI(R)

0 -1 0 10 0 0 0 -1 0\"
-l o 01 0 im(%+n) 0 0 0 1
1 0 0 0 0 %m(%+h2) 1 0 0
I (24 02) 0 0
= %m (RTQ—I—W) 0
0 3 mR?
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Ahora sea el sistema de referencia {0}, cuyo centro se ubica en el centro de masa del

cono, con la misma orientacion que {3}. Sea el vector p3 el que ubica el origen de {3}
con respecto a {0} dado por:

entonces, aplicando el Teorema de Steiner:

=10+ m ((p})" pilses — 05 (05)")

por lo que:

' = F-m ((pS)T P3l3x3 — Py (pg)T)
2

i (2 +02) 0 0
= R2
0 (2 02) 0
3
O 0 EmRz
oz (100 0 0o\"
h h
00 1 3 [\ &
3
%mﬁﬁ + %mhz O 0
= 0 w=mR* + Emh®> 0
0 0 3 R2m

Finalmente, sea el vector p} el que ubica el origen de {0} con respecto a {1} dado por:

0

= O



entonces, aplicando nuevamente el Teorema de Steiner se obtiene:

I = I°4m ((Pé)TPéf3x3 — Py (pé)T)

sy R? + Smh? 0 0
— 0 SmR2+ Emh> 0
0 0 f’—ORQm
(100 0 0\"
tm 0o |-{o 0
001 b b
G+ 00
0 0 f’—ORQm

Por ejemplo, suponiendo un cono de radio R = 100mm, altura de h = 100mm, de
aluminio (densidad de p = 2700 kg/m?), su masa es de 2827.43 g, por lo que se obtiene:

7.0686 x 10° 0 0
I' = 0 7.0686 x 106 0 g - mm?
0 0 8.4823 x 10°

y puede verificarse dicho resultado empleando algin programa computacional como Solid-
Works.

Ejercicio 10 Empleando las ecuaciones de Newton-Euler, determinar las ecuaciones dindmi-
cas del robot manipulador mostrado en la Fig. 4.

Figura 4: Robot manipulador con configuracién PRR.

Solucion 10 Lo primero que se debe de realizar con el manipulador es determinar la

cinemdtica directa. Para ello se considera la asignacion de los sistemas de referencia de
este manipulador se muestra en la Fig. 5.



Figura 5: Asignacion de sistemas de referencia.

De la asignacion de sistemas de referencia se obtienen los pardmetros mostrados en

la Tabla 01:

[iJoai]d ] 6]
[2]0 [ L Jdi]o |
[2] 9]0 [L]é:]
[3]9 O [ZLs]6]
[efo Jo JZ.Jo |

Tabla 01. Pardametros cinemdticos

De esta manera se obtienen las matrices de transformacion del manipulador:

1 00 Ll C2 —52
010 O 0 0
0 __ 1 _
Tl o 0 0 1 dl ,T2 o —S89 —Co
000 1 0 0
C3 —S3 0 0 1
s [0 0 -1 —Ls s [ o
T3 N S3 C3 0 0 ’Te N 0
0 O 0 1 0

o O = O

0 O
1 Lo
0 0
0 1
0 0
0 0
1 L
0 1



El producto de las matrices de transformacion permite obtener:

1 00 L1 Co —S9 0 O
010 0 0 0 1 L
0 _ 0l __ 2
T2 - Tl T2 N 001 dl —S9 —Co 0 O
000 1 0 0 0 1
Co —S89 0 Ll
B 0 0 1 Ly
o —S89 —Co 0 dl
0 0 0 1
Co —S82 0 L1 C3 —S3 0 0
0 0 1 L 0O 0 -1 —-L
0 _ 02 __ 2 3
T3 N T2 T3 N —S9 —Co 0 dl S3 C3 0 0
0 0 0 1 0 O 0 1
CoC3 —C983 89 L1 + L382
. S3 C3 0 Lg
o —S89C3 S983 Co dl + L302
0 0 0 1
CoC3 —C983 89 Ll + L3$2 1 00 O
0 _ 03 _ 53 3 0 L, 010 0
Te N T3 Te o —89C3 S9853 Co dl + LgCQ 001 Le
0 0 0 1 000 1
CoCs —C9283 S9 L1 + (Lg + Le) So
. S3 C3 0 L2
- —S892C3 S9S83 Co d1 + (Lg + Le) Co
0 0 0 1

lo cual completa el andlisis cinemdtico del manipulador. Ahora se empleardn las ecuacio-
nes de Newton-FEuler para articulaciones rotacionales:

(

wiit = RiMwl + Oz
WZI% = Ri“wf + REHWf X 9i+122ﬂ + ‘9z+1zzi}
Iteraciones Vit = R (@ X Pl +wf x (wf X piiy) +V7)
externas Ve, = Wil X pal, +will x (wilh xpd ) + Vil
Fif = miavd,
| N = G

7 7 i+1 7
fi'_l it + F -
T 7 7 i+ 7 7 7 7 1+
n; = N/ + R n;3y + pe, X FY 4+ Py X R

T = (nl.)T z!

Tteraciones
ternas



y para articulaciones traslacionales se emplearan las siguientes formulas:

/ 2+1 2+1
“y =B
*1 RZ
2+1 -
) vitl — Ritl [y 4 o i i+1 A |
Tteraciones | Vit = BT [Vi+ @] x piyy +wf x (w] pi+1)} T 2wty X diazigy +dinz
+1 -+l i+1 i+1 i+1 i+1 e 41
externas VQH wii1 X Po o twin X (Wi X Py, ) Vil
i+1 1+1
Fi =miave, i1
C
Nz-i—l I i41 2+1_'_ i+1 % I Cit1 z+1

\ i = Ly wii tw it1 Wit

= R, E
=N; + RZ+1nZﬁ +Pg, % FZ + Pl % R i
= () 2

Como datos adicionales, considérese que los vectores que ubican los centros de masa del
robot son:

Iteraciones
mternas

0 0 0
pe,=| 0 |.pe,=| 0 |.p&,=1[ 0
-1 —ly I3

Ademds, sean los sistemas de referencia {C;}m, i = 1,2,3, donde la orientacion de {C;}
es la misma que la de {i} y el origen de {C;} coincide con el centro de masa del eslabon
1. Entonces, los tensores de inercia considerados son:

I, 0 0
=10 1, 0 |,i=1,23
0 0 I,

donde I es el tensor de inercia del eslabon i calculado con respecto al sistema de refe-
rencia {i}. Ademds, como no se considera que el manipulador se encuentre en contacto
con el medio y la base del robot es fija, se concluye que:

o

e e __ 0 __ -0 __ =0 __
f=0,n =0,wy; =0,wy, =0,vy =

o

Aplicando las ecuaciones de Newton-FEuler, se comienza con i = 0, con la primera articu-
lacion que es prismdtica, para las iteraciones externas:

Vi o= RO+l x pl 4+ w) x (] x pY)] + 2wl x diz} + dyz!
100\ /g 0 g
0 0 1 O dl dl

10

i+1
i+1



o1 1 1 1 1 1 o1
Ve, =W X Pe, +wi X (W xpg,) +¥i=| 0
dy
myg
1 _ o
Fy =myve, = 0
mady

N =100 4wl x I§w! =0

Para v =1 y la articulacion rotacional se obtiene:

w2 = Rl 4 2
(6)) —S9 0 T 0
= 0 0 1 + 92 0
—S92 —Co 0 92
0
lel _'_ lel X 92Z2 + 9222 0
0
Vi = Ri(0f xpy+wi x (W xpy) + V1) = RiVy
s 0 —s9 g gcas — d1'.32
- —59 0 —c 0 = —gSo — dico
0O 1 O dy 0
Vo, = Wi X Pg, +wix (Wi xpg,) + Vs
0 0 0 0 0 gcy — d1._82
= O % 0 + 0 X 0 X 0 + | —gs2 —dico
0, —ly ) ) —ly 0
0 —b6, 0 0 0 —6 0 0 —6 0 0
0 0O O —ls 0 0 O 0 0 O —ly
gca CZl__Sz
+ —gsy — dicy
0
gca CZ1__82
= —gsy — dicy
0
magCo — m2d1“82
F22 = m2‘.’%2 = —Magsy — MadiCy

0

11



N3 = T5%03 + wj x 1523

L, 0 0 0 0 L, 0 0 0
= 0 I, O 0|+ o0 |x[ o 1, 0 0
0 0 I, 0, 0, 0 0 I, 0y
0 0 —6, 0 0 0
= 0 ]+ 6 o0 o0 0 |=1 0
( Iz2é2 ) 0 0 0 ) 12292 ) 12292 )

Finalmente para i = 2 se obtiene con la articulacion rotacional en iteraciones externas:

wg’ = ngg + égzg
C3 0 S3 0 ) 0 9:283
= —s3 0 «¢c3 O [ +6;1 0 ) =1 s
0 -1 0 b, 1 A
wg’ = R%W% + ng% X 9gz§ + égzg

C3 0 S3 0 C3 0 S3 0 0 0
= —S3 0 C3 0 + —S83 0 C3 0 X 0 + 0
0 -1 0 02 0 -1 0 65 05 05

9.283 0 0 9203 0 0
= égCg + 0 ] 0 —9283 O + O
0 —9203 9283 0 ‘93 93

égSg 929303 0 ‘:9:283 + 9:29:303
- 9203 + —929383 + O = 9203 —“929383
0 0 05 05

12



C3 0 s3 gcy —
—S83 0 C3 —(gSo —
0 -1 0

gCoCz — C.Z-:.['SQC,?, + LgégCg
—gcaS3 + C?.15283 - L39283
gsso -+ d162 — Lg@%

d182 + L392
dlcg + L392
0

|

13

_|_
gty — d-1._82
—gsg — dicy

|

)



VC«3

3. .3 3 3. .3 .3
W3 X P, + wy X (Ws chg) + V3

é283 + é29:303 0 9:283 ‘9:283 0
9203 —“929383 X 0 + 9203 X 9203 X 0
93 l3 93 93 l3

gcoC3 — d"}-SQCg + LgégCg
+ —(gCaS3 + C{l8283 — L3¢9283

[VED) + d102 — Lgeg

0 —ég égCg — é29383 0
0, 0 — <é2$3 + 929303> 0
— (égCg — é29383) égSg + égégCg 0 l3
Q —93 é2‘03 O —93 é2‘03 0
+ Qg ) 0 —9283 Qg ) 0 —9283 0
—9203 9283 0 —9203 9283 0 l3
gcoC3 — d"}-SQCg + LgégCg
| —gcass + disass — L3basy
[VED) + d102 — Lgeg
lgé%Cg — 13929383 0 —ég 9203 139‘2'03
—l30585 — l30503¢c5 | + Q3 ‘0 —0253 130253
0 —9203 9283 0 0
gcoC3 — d“}-SQCg + LgégCg
| —9c2s3 + diSas3 — L3bass
[VED) + d102 — Lgeg
1352'03 — 13929383 139:29:383 gcCaC3 — CZ}.SQC:; + L3é2'03
—139283 — l392¢9303 + 13929303 + —(gCaS3 + 6?'18283 — I{3¢92$3
0 —lg@% gso + d102 — Lg@%

gcCaCz — CZ}.SQC:; + (Lg + l3) égCg
—(gCoS3 + 6?-18283 — (Lg + lg) 9283
gsso + d102 — (Lg + lg) 9%

mM3gcCoC3 — 7Tl3d'}.8203 —+ ms (Lg + l3) égCg
Fg) = mg\./?é3 = —M3gCaSs + m36?.18283 — ms3 <L3 + lg) 9283
msgse + madico — mg (L3 + 13) 03

14



I

Cs -3 3
3wy 4wy x I3%ws

L, 0 0
0 I, O
0 0 I,

[x3é283 + ngézéz)ﬁs
]y39203 — {%926’353
I.,03
]m3é233 + Ix3é2‘?303
]y3¢9203 — [_y392«9353
]2’393
]x3é283 + ngézézacza
]y39203 — {y3926’3$3

12303

Ly, Bz + (I,
I 9203 + (I
L,0s+ (—1I

C3, 3

— 1,
Iy
_|_

é:283 + é2‘9:303 9:283 I, 0 0 9:283
9203 —“929383 + 9203 X 0 Iy3 0 9203
05 03 0 0 I 03
Q —93 9203 ]503 0 0 9:283
+ Qg ) 0 —9283 0 ]y3 0 9203
—9203 9283 0 0 0 IZS 93
Q —93 9203 IISH:283
+ 9'3 ] 0 —0283 ]y39203
—9203 9283 0 12393
929303 + 123929303
+ ]:(:3929353 — 123929383
Iw3928303 -+ Iy3¢928303
, + 1) é2é303
] )929383
) 253C3

Una vez que se han terminado las iteraciones externas, se procede a efectuar las iteraciones
internas. Se comienza con t = 3 para la articulacion rotacional:

£;=RM+F =

M3gcCoC3 — m3d13203 + ms (Lg -+ lg) 9203
—M3gCaS3 -+ m3d13253 — M3 (Lg -+ lg) 9283

m3gs2

+ mgdlcg

15

ms (Lg —+ lg) 92




n; = Nj+ RnS+p}, x F§+p. x RS
Ix39283 + ( [y3 + 123) 626303
= I 9203 + (I Iyg — Izg) 929383

(—

[deg + Img + Iys) 9 253C3

0 msgcaCs — M3d18203 + ms (Lg + 13) 9203
+ 0 X —ms3QgCaS3 + mgd-l82$3 ms (Lg + lg) 9283

l3 msgsso + mgdlcg ms (Lg + lg) 92

Ix3é283 + (Iyy — Iy, + I,) é2é303
= Iy392c{’{ + ([xa - Iy:s - [z;) 020353
12393 + (_Img + Iy3> 9%8303

0 —Il3 0 M3(CaC3 — m3d13203 +mg (L3 +13) égCg
+1 & 0 0 —M3gCaS3 + m3d15253 —ms (L3 +13) s
0 0 0 m3gss + madics — ms (L3 +13) 9
Loy0os3 + (Loy — Iyy + L) 626303 msglscass — m3l36?15283 +ms (Ls +13) l3é253
= Lyybsc3 + (Loy — Iyy — Loy) 620353 | + | maglacacs — malsdisacs +mg (Ls + 13) lafacs
L,03+ (=1, + 1,,) 03s3c3 0

—mglgcz:lSQSg + (Ix3 + ms (Lg + lg) lg) égSg + ([5,;3 — [y3 + 123) égég@, + mggl30283
= —m3l3d13203 + (Iyg -+ ms (Lg —|— lg) lg) 9203 + (ng — ]yS — IZS) 929383 + m39130203
12393 + (—Img + IyS) 9%8303

T
3 = (n3) zj
= Izgég + (—Img + IyS) 9;8303

Con i = 2 para la articulacion rotacional se obtiene:

ff = R+ F;

C3 —S83 0 MmsgCoCs — m3d1$203 + ms (Lg + lg) 9263 MmogCoy — mgdnl.-SQ
= O 0 —1 —TMM3gCaSs + m3d18283 — ms (Lg + lg) 9283 —+ —MagSo — mgdlcg
83 C3 0 ms3gsa + m3d102 ms (Lg + lg) 9% 0

(m2 + mg) d182 + ms (Lg + lg) 92 + (mg + mg) gcy
== (mg —+ mg) d1€2 -+ ms (Lg -+ lg) 9 — (m2 —+ mg) [VED)
0

16



N3 + Rinj + pg, x F; +p3 x R3]
0
0..
122‘92
C3 —S3 0
+1 0 0 -1 ]=«
S3 C3 0

—m313(?18283 + (ng (Lg + lg) l )égSg + (I ]ys + Izg) 929303 + mggl30283
* —m3l3d18203 + (Iy3 +m (Lg + lg) ) ) 9203 + ( — Iy3 — 23) 929383 + mggl30203
12393 + ( ]503 + Iy3) 928303
0 MogCo — mgdl.-SQ
+ 0 X —MogSg — m2d102
—ly 0
0 C3 —S3 0 msgcaCs — m3d13203 + ms (Lg —+ lg) 9203
+ —L3 X 0 0 —1 —M3gCaSs —+ m3d15253 — ms (Lg + l3) 9283
0 s3 c3 0 msgss + madycs — ms (Ls + 13) 62
0
0..
12292
(]503 — Iy3) égSgCg + ]%39'29‘3
+ . —12393 + (]503 — Iy3) 9%8303 o
—m313d152 + (Imgsg + Iygcg + mg3 (Lg + lg) lg) 92 + 2 (ng — ]y3> 92938303 + mgglgc2
0 l2 0 MeogCo — mgd.lnSg
+ —ZQ 0 0 —MogSg — m2d102
0 0 O 0
0 O —L3 C3 —S3 0 msgcaCs — mgc'l'15203 + ms (Lg + lg) égCg
+1 0 0 O 0 0 -1 —Mm3gcas3 + m3d1$283 —ms (L3 + ls) fa53
Lg 0 0 S3 C3 0 m3gsSa + m3d102 ms (Lg + lg) 9

17



([5(;(3 — Iy3) égSgCg + [%39'293
+ - —12393 + (Img - Iyg) 9%8303 o
—m313d152 + (Imgsg + Iygcg + ms (Lg + 13) lg) 92 + 2 ([903 — ]y3> 92938303 + mgglgc2

—maglasy — m212d102

+ —mQQZQCQ + mglgdlsg
0
—L3$3 —LgCg 0 MsgCoCs — mgd“}-SQCg + ms (Lg + lg) 92-03
+ 0 0 0 —M3gcass + madis253 — My (Ls + l3.) ta53
Lscz  —Lgsz 0 msgse + madico — ms (Ls + 13) 03
0
0..
122‘92
(Img — Iyg) égSgCg + ]%.39'29‘3
+ . —12393 + (Img — Iyg) 9%8303 o
—mglydy o + (I, 55 + Lyyc3 4+ ms (Ls + 13) I3) 02 + 2 (I, — I,,) 02035305 + maglscs
—maglasy — m2120:l:102 0
+ —mggl202 + m2l2d152 + . 0 .
0 —m3L3d182 + ms (Lg + 13) L3¢92 + mgngc2
N2q
Nap
N2
Na2qg = ([xg - Iys) 923303 + IzS9293 — Maglasy — m2l2dlc2
Nop = —[Z393 + ([503 — Iy3) 9%8363 — mggl202 + m2l2d152
No., = —MNg (Lg + lg) d152 + (Ims% + Iy36§ + ms (Lg + l3)2 + 122) 92
‘|‘2 ([SL“; — Iy3) 92938303 + msg (Lg + lg) Co
Ty, = (n%)T Zg

= —m3 (Lg + lg) CZ182 + (Ix3$§ + [ygcg + ms (Lg + l3)2 + [Z2) 92
+2 Loy — 1ys) 0203535 + mag (Ls + I3) ¢
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Finalmente para 1 = 1 con la articulacion prismdtica se tiene:

fi = Ryfj+F!

Co —S9 0 (mg + m3) d182 + ms (Lg -+ 13) 92 + (m2 + mg) gca mig
= 0 0 1 (m2 + m3) d1€2 + ms (Lg + 13) 9 — (m2 + mg) gsso + O
—82 —C2 0 0 m1d1
ms (Lg -+ 13) éQCQ — M3 (Lg —+ lg) 9%82 + (mg -+ m3) g
p— 0

(mg + mg) ch — mg3 (Lg + lg) 9.282 — mg3 (Lg + lg) 9302
En este caso no es necesario calcular ni, por lo que se obtiene el par:
T
no= (f)
= (m2 + mg) d1 — M3 (Lg + lg) 9282 ms (Lg + lg) 9202
por lo que las ecuaciones dinamicas del manipulador son:

71 = (mg + m3) dy — mg (Ls + 13) 9232 ms (L3 + l3) 02c,
Ty = —mg (Ls + l3) dysy + (Less3 + Lysc3 +ms (Ls + 1)° + 1.,) 0,
+2 Loy — Iys) 020355c5 + mag (Ls + 13) ¢
= L,0s + (— I, + 1,,) B3s3c3

Las ecuaciones anteriores pueden factorizarse de la siguiente manera:

M(q)g+C(q,q)q+G(q) =

donde:
mo + M3 —ms (L3 + lg) S9 0
M(q) = | —ms(Ls+13) 89 ILpyss+ Luc3+my(Ls+13)° + 1, 0
0 0 Ly
0 —ms (Lg + l3) égCg 0 )
C (q, (.l) = 0 (Img - Iys) 938303 (ng — Iyg) 928303
0 (—Igc3 + [y3) 928303 0
dl 0 71
a=| 6t |, G@=| myg(Ls+l)cz | =] 7
92 0 T3
Ademds, notese que:
. 0 . —mg (Ls +13) ) fac
M = —Mms (Lg + lg) 9202 2 (Igc3 — y3 938303
0
) 0 ) (Lg + lg) 9202 0 )
M —2C = —Mms (Lg + lg) 9202 0 —2 (I Iy3) 928303
0 2 (Img - Iys) 928303 0

por lo que se cumple la propiedad de antisimetria.
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Ejercicio 11 Obtener las ecuaciones dindmicas del robot mostrado en la figura 6 em-
pleando las ecuaciones EL.

Figura 6: Célculo de ecuaciones dindmicas empleando las ecuaciones de EL.

Solucién 11 A partir de la Fig. 6 se obtiene la tabla de pardmetros DH siguiente:

iy Ja [ di [ 6]
[2]0 Jo [Li]é ]
[2]9 [L: [0 [é]
[3]0 [Zs [0 [6s]
[ 4019 [Ls O 6]

Tabla 5-06. Pardmetros DH de robot de 4-GDL RRRR

Ahora se obtienen las matrices de transformacion correspondientes:

C1 —81 0 0 Cy —S89 0 L2
o | s a 00 . o 0o -1 0
Tl o 0 0 1 L1 7T2 N S9 Co 0 0
0O 0 0 1 0 0 0 1
C3 —S3 0 L3 Cyq —S4 0 L4
2 S3 Cs 0 O 3 0 0 1 0
Ty = 0 0O 1 0 Ty = —s4 —c4 0 O
0 0 0 1 0 0 0 1
cica —c1se s1 Loc cice3 —C1523  S1 Loci + Lscicy
TO — 512 —S182 —c1 Losy T0 — S1C23  —S1823 —C1 Losi + Lgsico
2 S92 Cy 0 Ll 73 S93 Co3 0 Ll + L382
0 0 0 1 0 0 0 1
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C1C23C4 — 8184 —81C4 — C1C354 —C1823  Locy + Lgcica + Lacicas

e +ci84  cicq — 816354 —S1523  Losy + Lgsico + Lysico3
0=
523C4 — 54523 Co3 Ly + Lgsy + Lysa3
0 0 0 1

El siguiente paso consiste en la determinacion de los origenes de los centros de masa
de los eslabones de acuerdo a lo indicado en la fig. 6

Lg LQCl
0
Pe, _ 70 0 _ Lysy
(% )=m -
1 1

lg LgCl + lgClcg
( Pe, ) _qo| O | Lesit lasico
1 2 0 L1 + l2$2
1 1
l3 LQCl + L30102 + 1301023
( pgg ) _ 70 0 | | L2si+ Lzsico + [351¢23
1 o3 0 - Ll + L3$2 + l3823
1 1
l4 LgCl + L30102 + L401023 — l4$184 + l40102304
< Py, ) _ 70 0 | | Losi+ Lgsicy + lyc184 + Lysicas + 1451¢03¢4
1 St oo | Ly + L3sy + Lysaz + l4803c4
1 1

Empleando los vectores pgi se calculan los Jacobianos relacionados con la velocidad
lineal:

—L281 0 0O
0 apgl L
oo, = 552 00 0)= 2ct 000
0 0 00
—Lgsl—l2slcg —120182 0 0
0 opl, opl
JVC = 8q2 WQ 00 = LQCl + 120102 —l281$2 0 0
2 1 2
0 ZQCQ 0 0
0 0 0 —Losy — Lssica — l3s1c3  —Lgc18o — l3c15923  —l3c1893 0
0 Pe Pe o _
Jv03 = ( 5. 9 o Y ) = Lycr + Lacicg + lscicos —Lasisa — l381823  —l351823 0
0 LgCQ + l3023 lgng 0
g ( opY, opY, 0P, OpY, )
VCy o 0q2 dq3 0q4
—Losy — Lssicy — Lysicaz — lyc154 — lyS1c93ca  —Lsci8o — Lyci 593 — lyc1523¢4
= Locy 4 Lycicy — lys184 + Lycicas + lycicasey —L3S189 — Lys1S93 — 1451523¢C4
0 Lscy + Lacas + lacasca

—Lyc1593 — lyc1593ca  —1yS104 — l4ciCo354
—Ly51593 — 451523¢s  lacicy — lys102354
Lycas + lacascy —1452354
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Con el valor de los Jacobianos obtenidos anteriormente es posible obtener la energia
relacionada con el movimiento lineal (T ) de los eslabones como se indica a continuacion:

T, = 147 J° TJO + J° TJO + J° TJO + J° TJO :
v=354 m M vy m2 VCy VCy ms vVCy VCs ma VCy VCy q

2
donde:
miL? 0 0 0
T 0 000
0 0 _
(J"Cl> J"Cl N 0 000
0 000
meo (2[2[/202 + L% ) 0 0 0
0 mols 0 0
0 0 _ 202
(JV02> Tvo, = M2 0 0 00
0 0 00
11 0 0 0
T 0 9 g 0
0 0o _ 22 23
. (JVC3) JVC3 = s 0 Q39 Q33 0
0 0 0 0
Q11 = 2L2L302 + 2L213023 + 213[4302023 + L2 + L302 + 13023
Qoo — 2l3L303 + L3 + lg
Qo3 = lngCg"‘lg
39 — lngCg—i—lg
g3 — lg

B Bz Pz Bua
o \' 0 _ Ba1 Ba Baz Pos
" <J"C ) JVC4 T Bs1 B2 B3z Psa

B41 542 543 B44

Bii = 2LyLscy + 2Ly Lycas + 2L3Lycocas + 2Lalycozcy + 2L4lucsyc + 2L3lacacascy
‘I‘L% + L 302 l434 4023 Z4C2304

Bo1 = L3lysasy + 140452354

B31 = 452354 (Ly + lscy)

B = Lolscs + Lslycacy + lyLacases + oo

Bro = Lslysass + lyLasozsy + 35238404
522 = 2L3l40364 + 2l4L4C4 + 2L3L4Cg + L2 + L + Z4C4
B32 = L3L4C3 + Lgl4C3C4 + 2[4L4C4 + L2 + C4l2

Bao = —Lsl4s3sy
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Bz = lu4sa3ss (Ly + lycy)
623 = L3L403 + L3l40304 + 2l4L4C4 + LZ + Cili
B3z = 2l4Lycy + Li+lich

Bas = 0
Bia = Lolycy + Lslycaca + lyLacascq + liczs
ﬁ24 = —Lslysgsy
Bss = 0
Bu = 1

Los tensores de inercia de los eslabones calculados en sus respectivos centros de masa

son:
]{E.’El 0 0 I;px2 0 0
Ig = 0 Iyt 0 |JIZ=( 0 Iy 0
0 0 Izzl 0 0 [2'22
[:(::(:3 0 0 Ixx4 0 0
Ig = 0 Iy 0 |,I=[ 0 I, o0
0 0 L. 0 0 L.

por lo que es posible determinar los Jacobianos relacionados con el movimiento angular
de la siguiente manera:

0000
Jo=(2 000)=[0000
1000
0 s1 00
Jo,=(2z0 z3 0 0)=[0 —c; 0 0
1 0 00
0 S1 S1 0
Jo,=(2) 25 25 0)=( 0 —¢; —c; O
1 0 0 0
0 s s1 —ci823
Jo,=(2) z) 2§ 2§ )= 0 —ci —c1 —s180

1 0 0 Co3

El siguiente paso consiste en transformar los Jacobianos obtenidos anteriormente al
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sistema de referencia cuyo

origen coincide con el centro de masa del eslabon respectivo:

¢ 11 _ (pn\T 50
le - le_ (Rl) Jw1
et —s1 0\ /00 00
= S1 C1 0 00 00
0O 0 1 1 000
00 0O
= 00 0O
1 0 00
JC — g2 (RO)TJO
Wy w2 2 wo
C1Cy —C1S2 S1 T 0 S1 00
= S§1Cy —S8182 —C1 0 —C 0 0
So (6)) 0 1 0 0 0
s 00 0
= ca 00 0
0 1 00
C- 3 T 70
Jw; - Jwa - (R?») Jw3
Cieas —cr1sys st \ L [0 s s 0
= S§1C23 —S1S23 —C1 0 —¢g —c¢ O
523 Ca3 0 1 0 0 0
S923 0 00
= Co3 0 00
0O 1 10
T
JSr = Jb = (R} J,
C1C23C4 — 5184 —381€4 — C1C2354 —C1523 0 s 51 —C1523
= 51C23C4 + €154 C1€4 — 5102354 —S51523 0 —c1 —a1 —s1823
523C4 54523 C23 10 0 C23
S923C4 —S4 —S54 0
= —S89354 —C4 —C4 0
Co3 0 0 1

y ahora se determina la energia cinética relacionada con el movimiento rotacional (T,,)
como se indica a continuacion:

1‘T
§q

T, =

(%)

T yC1 704
IC'1 Jw1

() TGS + (U5 18IS + (J9) 1805 4

Co ¥ way
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donde:

. 0000\ [Iwm 0 O 0000
(JSH) 18 = [ 0000 0 Iy O 0000
1000 0 0 I 1.0 00
I.., 0 0O
_ 0O 0 00
- 0O 0 00
0O 0 0O
. S50 0 0\ [ ILa 0 0 s 00 0
(JS2) 122052 = [ 2 0 0 0 0 Iy O 2 00 0
0O 1 00 0 0 I..» 0 100
S%]xmg + C%]yyg 0 00
B 0 I..o 0 O
- 0 0 00
0 0 0 0
. S33 00 0\ [ ILas 0 0O 23 0 0 0
(JS3) I JS = [ s 000 0 Iy O c3 00 0
0 110 0 0 I, 0 110
Sggfmmg + C%gfyyg 0 0 0
_ 0 Izz3 ]zz3 0
N 0 Izz3 ]zz3 0
0 0 0 O
T
. So3c4  —S4 —84 0 Ipza 0 0 So3¢4  —Sg4 —s4 0
(Jﬁ;l) Igijg:;l = —S89354 —C4 —C4 0 0 Iyy4 0 —S89384 —C4 —C4 0
Co3 0 0 1 0 0 Izz4 Co3 0 0 1
53303 Lypa + Sggsifyw + B34lsq —So3Sacalpy + 52384C4Lyys
_ —59384Ca 324 + 52354CaTyya $3Lipa + CZ]yy4
—59354Ca L yza + S2354Ca yya S2ws + C?l[yyél
3124 0
—52354CaLyza + S238aCalyys  Co3l:2a
silxx4 + Cilyy4 0
silxx4 + Cilyy4 0
O Izz4

y sumando la energia cinética correspondiente al movimiento rotacional y la correspon-
diente al movimiento traslacional se obtiene la energia cinética total del sistema:

T = T, +1,
1

= d"M(@)q
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Para poder determinar el lagrangiano del sistema se calcula la energia potencial del
robot como se indica acontinuacion:

T T T T
U@ = —m(ph) 8" —mi(ph) &"—mi(ps) & —mi(ph) g
LQCl T 0 LQCl + 120102 T 0
= —my L281 0 — Mo L281 + 128102 0
0 -9 Ly + s —9g
LgCl + LgClcg + lgclcgg T 0
—ms LgSl + L38102 + 1381023 0
L1 + L382 + 13823 —g
LQCl + L30102 + L401023 — l4$184 + l40102304 T 0
—my | Losi + Lzsicy + 14¢154 + Lysicog + 148109304 0
Ly + L3sy + Lysas + l4523c4 —9g

= mag (L1 + l252) +msg (L1 + L3sa + l323) + mag (L1 + L3Sa + Lasas + l4S23¢4)

Una vez calculadas la energia cinética y potencial, se determina el Lagrangiano del
sistema como:

L=T(q,9) —U(q)

y, aplicando el mismo procedimiento descrito en el libro para el ejemplo 5.16, es posible
obtener las ecuaciones dindmicas del sistema aplicando las ecuaciones EL.

26



