


460 Capitulo 14. Algebra Lineal

La imaginacbn es nas importante que el conocimiento.

A. Einstein

Objetivos

El objetivo de este capitulo es presentar la biblioteca numpy, como herra-
mienta para realizar operaciones de algebra lineal.

14.1 Introduccién

Existen diversos lenguajes y programas que permiten realizar computo matematico.
Debido a su gran popularidad, en Python se ha desarrollado una serie de herramientas
que permiten realizar operaciones con matrices. El objetivo de este capitulo es pre-
sentar la biblioteca que permite realizar este tipo de operaciones en Python llamada
pylab. De hecho pylab no es sélamente una biblioteca sino un conjunto de bibliotecas
que permiten realizar computo matematico.

En este capitulo se presentan ejemplos de aplicaciones con la biblioteca numpy que
pertenece a pylab haciendo uso de algunas otras como matplotlib ya utilizadas en
este libro.

Para empezar a usar pylab es necesario instalarlo siguiendo un proceso similar a
la instalacion de numpy descrita en el Apéndice A.

14.2 Datos de Tipo array

Muchas de las funciones de la biblioteca numpy regresan el tipo de dato array, por
lo que en la pagina oficial (http://scipy.org/) la recomendacion es que se realicen los
célculos utilizando este tipo de datos. Mostramos con ejemplos el uso de algunas de
las funciones, adicionales a las que se presentaron en capitulos anteriores.
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14.2 Datos de Tipo array 461

Ejemplo 14.1

Arreglo del 0 al 9 usando numpy

La forma de crear los datos rapida y facilmente utilizando la biblioteca numpy es:

#Se importa la Biblioteca

import numpy as np

# Creamos una variable que contenga los valores del 0 al 9
a = np.arange(10)

# Desplegamos el valor de la variable

print(a)

El resultado es:

[01234567809]

Teniendo este tipo de dato podemos llegar a preguntarnos qué podemos hacer con
él. Lo primero que se quiere saber es la forma y el tamano del mismo. En el caso de
vectores el tamano es equivalente a la longitud del mismo.

Ejemplo 14.2

Conociendo la forma (shape) y tamafo (size) de un arreglo

Si una vez creado un arreglo deseamos conocer la forma (shape) y el tamano (size)
del mismo, se puede hacer de la siguiente forma:

>>> # Crear un arreglo multidimensional 2x2 con tipo de dato int32
>>> A = np.array([[1, 2], [2, 4]] , np.int32)
>>> print (A)

[[1 2]

[2 41]
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462 Capitulo 14. Algebra Lineal

>>> print (A.shape)

2, 2)

>>> # Para conocer el tamano del arreglo
>>> print (A.size)

4

14.2.1 Operaciones para crear arreglos

La biblioteca numpy cuenta con una diversidad de funciones que pueden usarse para
construir arreglos (arrays) con Python. Brevemente explicaremos algunas de ellas.

Ejemplo 14.3

Cambiando la forma de un arreglo utilizando reshape

Para crear una matriz de tamano 2 x 5 (o de cualquier tamano) usando una matriz
o vector creado con anterioridad se utiliza la funcién reshape

# Se importa la Biblioteca numpy
import numpy as np
# Creamos una variable que contenga los valores del 0 al 9
a = np.arange(10)
# Desplegamos el valor de la variable
print(a)
Con lo que obtenemos:

[01234567809]

y si ahora deseamos convertir este vector en una matriz de 2 x 5, que tiene un total
de 10 elementos igual que el vector original, usamos reshape de la siguiente manera:

>>> print (a.reshape( 2, 5))
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para obtener:

[ [01234]
[667809]]

La funcién reshape solamente funciona si el nimero de elementos del arreglo previo y
el del arreglo final son iguales. Si usamos, por ejemplo, a.reshape( 3, 3) obtenemos
un error, ya que el arreglo resultante solamente tiene 9 elementos:

>>> a.reshape(3,3)
Traceback (most recent call last):
File “<pyshell#18>”, line 1, in <module>
a.reshape(3,3)

ValueError: total size of new array must be unchanged

Existe la posibilidad de crear vectores fila con numeraciéon ascendente o descendente.
Utilizando el comando arange se pueden generar vectores de tipo incrementales y
decrementales. La sintaxis es la siguiente:

arange(valor_inicial, valor_final, incremento)

El arreglo que se obtiene empieza en valor_inicial, termina antes de valor_final,
es decir, NO se incluye este valor en el arreglo, y los valores intermedios estan sepa-
rados por el valor del incremento. Si tenemos:

vector = arange( -2, 10, 3)

entonces obtenemos que vector esta dado por:

[_2’ 1:4,7]

donde vemos que no se incluye el valor final que es 10, mientras que los valores estan
separados por el incremento.
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464 Capitulo 14. Algebra Lineal

La funcion arange también se puede usar si el incremento es negativo, es decir,
hablamos de un decremento. Como ejemplo para arange( 5, -2, -1) obtenemos:

[5,4,3,2,1,0]

y no se incluye el -1 ya que es el valor final.

Cabe mencionar nuevamente que para poder usar las instrucciones de éste capitulo
como la instruccién arange se necesita importar la bibioteca numpy al comienzo del
script.

Ejemplo 14.4

Arreglos con numeraciéon ascendente o descendente usando numpy

Se desea crear un arreglo que inicie en 0, termine antes del 10 y que tenga un incre-
mento de 0.2. Ademaés, se desea obtener otro vector que inicie en 20, termine antes
de 10 con decremento de -1. Para hacerlo usamos:

import numpy as np

a = np.arange(0, 10, 0.2)
b = np.arange(20, 10, -1)
print(a)

print(b)

El resultado se obtiene con print. Para a es:
[0.0.20.40.60.81. 1.21.41.61.82.2.22.42.62.8
3.3.23.43.63.84. 4.24.44.64.85.5.25.45.65.8

6. 6.26.46.66.87.7.27.47.67.88. 8.28.48.638.8
9. 9.2 9.4 9.6 9.8]

y para b:

[20 19 18 17 16 15 14 13 12 11]
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Existen también funciones que permiten crear matrices definidas y conocidas de al-
gebra lineal como la matriz identidad o matrices con ceros. La tabla 14.1 muestra de
manera condensada estas funciones.

Tabla 14.1 Operaciones para crear Matrices

Comando Descripcion
eye(n) Crea una matriz de tamafio n con unos en la diagonal
principal y ceros en las otras posiciones.
ones(m, n) Crea una matriz de tamano mxn llena de unos.
zeros(m, n) Crea una matriz de tamano mxn llena de ceros.
empty(m, n) Crea una matriz de tamafio mxn vacia.
rand(m, n) Crea una matriz de tamano mxn con nimeros aleatorios.
max (a) Obtiene el méximo entre los valores de un arreglo.
min(a) Obtiene el minimo entre los valores de un arreglo.
diag(a) Genera un arreglo con los elementos de la diagonal de a.
linspace(a, b, c) | Crea un arreglo de muestras espaciadas a intervalos
regulares dados por c entre a y b.

Ejemplo 14.5

Creacion de matrices usando numpy

Para utilizar las funciones para crear matrices basta seguir los ejemplos siguientes:

Para crear las matrices de 3 x 3 identidad, 3 x 5 de ceros y 4 x 6 de unos usamos:

import numpy as np
I
b
o = np.ones(4, 6)
print (1)
print(b)

np.eye(3)

np.zeros(3, 5)

print (o)

Con lo que obtenemos, para la matriz identidad de dimension 3 x 3:

[[ 1. 0. 0.]
[0.1.0.]
[ 0. 0. 1.]]

Para la matriz de 0’s de dimensioén 3 x 5, obtenemos:
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466 Capitulo 14. Algebra Lineal

[[ 0. 0. 0. 0. 0.]
[ 0. 0. 0. 0. 0.]
[ 0. 0. 0. 0. 0.]]

y para la matriz de 1’s de dimensién 4 x 6 tenemos:

[(C1.1.1. 1. 1. 1.]
[1.1. 1. 1. 1. 1.]
[1. 1. 1. 1. 1. 1.]
[1. 1. 1. 1. 1. 1.]]

Python como lenguaje de programacion inicia sus arreglos en el indice 0. Al respecto
de los indices, Python nos permite con ellos realizar biisquedas de elementos en los
arreglos de forma muy sencilla. El ejemplo 14.6 muestra como realizar la biisqueda de
datos usando los indices de las matrices.

Ejemplo 14.6

Manejo de los datos dentro de matrices usando indices

Se desea obtener renglones o filas y columnas de una matriz. Para esto vamos a generar
una matriz de 6 X 7 con mumeros aleatorios.

import numpy as np
A = np.random.rand(6, 7)
print (“Mostramos la primera y segunda columnas”, A[:, 0:2])
A = np.arange(15) .reshape(3, 5)
print (“Mostramos la ultima fila”, A[-1]) [10 11 12 13 14]
[10 11 12 13 14]
print (“Mostramos las ultimas 3 columnas”, A[:, -3:])

[ 78 9]

[12 13 14]]
print (‘‘Tomando una matriz menor dentro de A, A[0:3, 3:6])
[ 8 9]

[13 14]]
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14.3 Tipo matrix

Menos utilizado y usado s6lo para compatibilidad con el algebra lineal, el tipo matrix
es similar en muchos aspectos a la forma de trabajar en otros lenguajes, las limitantes
maés importantes es que para crear matrices multidimensionales, éstas deben de crearse
como tipo array y después hacer un cast al tipo matrix. Para ver el uso de este tipo
de datos usaremos un ejemplo:

Ejemplo 14.7

Creando Matrices usando el tipo de dato matrix en numpy

Supongamos que se tiene un problema que se resuelve con la multiplicaciéon de una
matriz por un vector, utlizando tipo de datos matrix. Sea la matriz A dada por:

4 -3 11 1
a=|2 0 7 (14.1)
5 3 -5 -9
y el vector columna B:
4
B=| (14.2)
3

Para hacerlo en Python utilizando numpy hay que realizar lo siguiente:

import numpy as np
A = np.matrix(“4 -3 11 1; 5697 2; 234 1; 53 -5 -97)
B = np.matrix(“4; 9; 1; 3")
print( “ Realizamos el producto matricial A*B”, A*B)
[ [3]
[114]
[ 42]
[ 151 1]

Vemos que el resultado es un vector columna.
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468 Capitulo 14. Algebra Lineal

14.4 Operaciones con matrices

En la Tabla 14.2 tenemos una lista de las operaciones elementales utilizadas para
manejar matrices. A lo largo del capitulo se haré uso de éstas y otras operaciones en
los diversos ejemplos.

Tabla 14.2 Operaciones con matrices usando Python

Operacion Operandos Comando
Suma A{an} , B{an} A+ B
Producto Afmxn}s Binxpy np.dot (A, B)
Inversa Afmxnl A.inv
Producto por un escalar a€ R, Apmxn) axA
Determinante Afnxn} np.linalg.det(A)
Transposicion A{an} A.transpose 6 A.T
Rango Afmxn} np.rank(A)
Traza Afmxn} np.trace(A)
Norma Afmxn} np.norm(A)

14.5 Resolviendo Sistemas de Ecuaciones Lineales

En las matematicas y en especifico en algebra lineal, existen problemas que se carac-
terizan porque diversas variables se encuentran relacionadas unas con otras a través
de conjuntos de ecuaciones.

Cuando cada ecuacion dentro de este conjunto de ecuaciones es de primer orden,
el sistema es llamado de ecuaciones lineales, o simplemente sistema de ecuaciones.

Los sistemas de ecuaciones lineales tienen una amplia diversidad de aplicaciones
en los campos més variados de la ciencia y las mateméticas. Algunos ejemplos son

Procesamiento digital de senales

Analisis estructural

Analisis de circuitos

Regresion Lineal

Diversos métodos han sido desarrollados para resolver sistemas de ecuaciones:
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por sustitucion, Regla de Cramer, Gauss-Jordan, matrices inversas asi como distintos
algoritmos numéricos.

Para comprobar la forma en la que Python y numpy trabajan con matrices se
realizara el ejemplo a continuacion.

Ejemplo 14.8

Resolviendo Sistemas de Ecuaciones

Sea el siguiente sistema de ecuaciones:

r—3y+ z2=2
T+ y+ z2=5 (14.3)
—r+9y+T72="7

Realizamos un script de Python con el c6digo necesario para resolver este sistema de
ecuaciones,

#
HHE#HAHEHEHRH
# Resolviendo un sistema de ecuaciones utilizando
# matriz inversa utilizando la libreria numpy.
HHE#HAHE R RS
import numpy as np
# primero se declara la matriz de Coeficientes
# como valores de 32 bits
A = np.array([[ 1, -3, 11 , [1, 2, 3], [ -1, 9, 7]1] , np.int32)
# seguido de la matriz de resultados
y = np.array([[ 2] , [5], [12] 1, np.int32)
# Para calcular la inversa primero verificamos que
# la matriz sea no singular. Obtenemos el Determinante
# y verificamos que este sea distinto de cero
print (“ \n Tenemos el determinante de la matriz \n”)
print(np.linalg.det(A))
if (np.linalg.det(A)) ! = 0.0 :
# Verificar que el determinante no sea cero
print (“\n Generamos la matriz Inversa \n”)

B = np.linalg.inv(A)
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print (B)
print (“\n Mostramos la multiplicacidén de y*inv(A) \n”)
print(‘“\n lo cual resuelve la ecuacién. \n’’)
print(np.dot(B , y) )
print (B.dtype)

else:
print (“\n La matriz de coeficientes es singular. \n”)
# Matriz singular

print (“\n No se puede encontrar una solucidn.\n”)

El resultado de ejecutar el script nos permite encontrar el valor de x, y, z es:

Tenemos el determinante de la matriz
28.0
Generamos la matriz inversa
[[-0.46428571 1.07142857 -0.39285714]
[-0.35714286 0.28571429 -0.07142857]
[ 0.39285714 -0.21428571 0.17857143]]
Mostramos la multiplicacion de y*inv(A)
[[-0.28571429]
[-0.14285714]
[ 1.85714286]]
float64

Cabe hacer una observacion, al realizar la matriz inversa de la matriz de coeficientes
el tipo de dato pasa de ser tipo de dato enteros de 32 bits a flotante de 64 bits.
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14.6 Regresion lineal

Un ejemplo de una aplicacién practica de los sistemas de ecuaciones lineales es la
aproximacion lineal por el método de minimos cuadrados. Como nota historica cabe
mencionar que este elegante método fue inventado por el genio incansable de Carl
Friedrich Gauss a la edad de 17 anos.

El método de minimos cuadrados se implementa cuando se desea obtener la
relacion matematica entre las variables de un problema. Esta relaciéon podria ser
lineal, cuadratica o cubica. El ejemplo 14.9 utiliza la aproximacion lineal de datos.

Ejemplo 14.9

Aproximacién lineal usando numpy

Se tiene un experimento, que mide la resistividad de un material cuando se somete a
un voltaje entre 1 y 10 volts y la corriente que lo atraviesa, el experimento arroja los
resultados que se ven en la Tabla 14.3.

Tablal4.3 Resultados del experimento.
Voltaje (mV) | Corriente (uA)
1 -7.4

-2.3
3
7.6
12.0
17.9
22.5
27.6
32.1
37.4

O 00| | O U | W Do

[
o

La grafica de la figura 14.1 fue creada en Python también. El codigo se muestra a
continuacion:

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

x = np.arange(1l, 11)

y=[-7.4, -2.3,3,7.6, 12, 17.9 , 22.5 , 27.6 , 32.1, 37.4 ]
plt.plot(x, y, ‘ro’)
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plt.xlabel(‘Voltaje’)

plt.ylabel(‘Corriente’)

plt.title(‘Resultados Graficados’)

40

30

20

Corriente

Resultados Gréficados

Voltaje

Figura 14.1 Gréfica de los datos.

Se quiere conocer relacion de la forma y = f(x) = ax + b, si existe y que minimice el
error de los siguientes datos. Se desea que la ecuacién anterior pase por cada punto

de la lista anterior entonces es necesario que se cumpla.

s —74=qa(l)+Db

s —23= a(2) +b

" 3=a(3)+0b
« 7.6=a(4)+b
« 12=a(5)+b
. 17.9 = a(6

)+
» 225 =a(7)+b
" 276 =a(8) +b

)+

s 32.1=a(9

= 37.4=a(10) +b
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Las ecuaciones anteriores definen un sistema de 10 ecuaciones con dos incognitas, a
y b. Para resolver el sistema de ecuaciones lo intentaremos de dos formas distintas.

El sistema puede representarse como el producto de dos matrices

A(lo,z) * X(2,1) = Y(10,1)~

Por un lado se resolveréa el sistema de ecuaciones utilizando las caracteristicas de las
operaciones matriciales.

La matriz A es una matriz asimétrica, por lo que los procedimientos de matriz
inversa o regla de Cramer no pueden ser utilizados, pero si se premultiplica el sistema

AxX =Y (14.4)

por la matriz transpuesta de A que es A’ se tiene el siguiente resultado:

(A xA)x X = (A xY) (14.5)

Haciendo S = A"« Ay Z = A’ xY se obtiene un nuevo sistema de ecuaciones
equivalente al primero, de la forma:

S«X =2 (14.6)

Con el cual se puede, debido a que S es no singular, encontrar una tnica solucion del
sistema. Esto se hace utilizando la matriz inversa S—1.

(ST xS xX=8""1%x27 (14.7)
I«X=5"' %27 (14.8)

Hagamos esto en Python:

HHHH
#
# Regresidén lineal

# Utilizando la libreria numpy
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HEHHH RS

import numpy as np

A = np.array([[1, 11, [2, 11, [3, 11, [4, 11,
(5, 11, e, 11, [7, 11, [8, 11, [9, 11, [10, 1]], np.float64)
y = np.array([[-7.4], [-2.3], [3], [7.6], [12.0],
[17.9], [22.5], [27.6], [32.1], [37.4]], np.float64)
# Presentamos el arreglo
print (“ Estas son las matrices A y Y del sistema \n”)
print(“ A = \n”)

print (A)
print (“Y = \n”)

print(y)

# Presentamos la transpuesta de la matriz

print (“\n Esta es la matriz transpuesta de A \n”)
print(A.T)

S = np.dot(A.T, A)

print (“\n Obtenemos la matriz S \n”)

print(S)

Z = np.dot(A.T, y)

print (“\n Obtenemos la matriz Z \n”)
print(Z)

# Escribimos el determinante
print (“\n Tenemos el determinante de la matriz S \n”)
print (“\n distinto de cero \n”)

print(np.linalg.det(S))
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# Escribimos la matriz Inversa
print (‘“‘\n Presentamos la matriz Inversa \n’’)

print(np.linalg.inv(S))

print (“\n Mostramos los valores de a y b que resuelven el sistema \n”)

X = np.dot(np.linalg.inv(S), Z)
print (X)

El resultado del script anterior se presenta de la siguiente forma:
Esta es la matriz A y el vector Y del sistema:

A
Ll

—

© 00 N O O W N =
[ N = T = T = S S
P U ST S SR

=
o

1.1]

-7.4]

-2.3]

3.0 ]

7.6]

12.0 ]

17.9]

22.5]

27 .6]

32.1]

37.4]]

Esta es la matriz transpuesta de A
[[1. 2. 3. 4. 5.6.7.8.9. 10.]

—
o T e T e T e T e T e T e, T e O s Y e B ST e T e T e TR e T e B e B e R
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[1. 1. 1.1, 1. 1. 1. 1. 1. 1.]]

Obtenemos la matriz S
[[ 385. 55.]

[ 55. 10.]]

Obtenemos la matriz Z

[[ 1236. 1

[ 150.4]]

Tenemos el determinante de la matriz S, distinto de cero
825.0

Presentamos la matriz Inversa

[[ 0.01212121 -0.06666667]

[-0.06666667 0.46666667]]

Mostramos los valores de a y b que resuelven el sistema
[[ 4.95515152]

[-12.21333333]]

Por lo tanto la funcién que pasa por los puntos, minimizando el error cuadratico medio
es:

y(zr) =4.952 — 12.21

Ejemplo 14.10

Aproximacién lineal usando la funcién lstsq de numpy

La otra forma de realizarlos es utilizando la funcién lstsq, que es el método de
minimos cuadrados (least squares). El nombre de la funcion indica que se realiza una
regresion lineal por minimos cuadrados ( linear least squares). Veamos el codigo:

HHHBHEHHHHHEH R #

# Grafica de Regresidon lineal utilizando la funcidén lstsq
# de la biblioteca numpy
#HEH
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import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
A = np.array([[1, 11, [2, 11, [3, 11, [4, 11, [5, 1],
e, 11, [7, 11, [8, 11, [9, 11, [10, 1]1], np.float64)
y = np.array([[-7.4], [-2.3], [3], [7.6], [12.0],
[17.9], [22.5], [27.6]1, [32.1]1, [37.4]11, np.float64)
x = A[:, 0]
print (x)
#Con la informacidén de las matrices hacemos la regresién lineal
# y obtenemos los datos de la recta,
#la pendiente junto con la elevacidén sobre el eje y
a, b = np.linalg.lstsq(4A, y)[0]
print(a)
print(b)
plt.plot(x, y, ‘o’, label = ‘ Experimentos’, markersize = 15)
plt.plot(x, a*x+b, ‘r’, label = ‘ Regresion’, markersize = 15)
plt.legend( )
plt.show( )

El codigo anterior al ser ejecutado muestra el siguiente resultado:
Resultados de la funcidén lstsq:
[ 4.95515152]

[-12.21333333]

Como se observa en la salida, los datos obtenidos por la funciéon 1stsq son iguales a
los obtenidos anteriormente. La Figura 14.2 muestra el resultado.
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@@ Experimentos
— Regresion

30

20

Figura 14.2 Obtencion de la funcion y(z) = 4.9z — 12.21.

14.7 Vectores en el espacio de n dimensiones

La notacién matemética de sumatoria para referirse a los vectores en el espacio R™:

V = v1€1 + V2eg + v3e3 + V44 + ... + V€,

es ampliamente utilizada en la literatura. Sin embargo, diversos autores utilizan tam-
bién la notacién de n-ada ordenada. Esta representacion, caracteristica del algebra
lineal, permite asociar un array de dimensiéon 1 x n en Python a un Vector en R™.

Como se mencion6 anteriormente, se pretende que la clase array en numpy sea un
arreglo n-dimensional de uso generalizado para el calculo numérico. De esta forma
la forma de crear un vector, en coordenadas rectangulares, es similar a los ejemplos
previamente expuestos para matrices utilizando la clase array .

14.7.1 Longitud de un vector en R"

Los vectores son entidades matematicas en el espacio n-dimensional. Existen magni-
tudes fisicas, como la fuerza, que se representan utilizando vectores. La norma de un
vector es un numero real positivo proporcional a la magnitud que representa.

La clase numpy posee la operacién norm que permite obtener la norma o longitud
de un vector.
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Ejemplo 14.11

Obteniendo la norma de un vector

Se desea obtener la norma de un vector generado con arange que va de 0 a 5. El
codigo es:

import numpy as np
v = np.arange(6)
np.linalg.norm(v)

El valor de la norma es:

7.416198487095663

14.7.2 Producto Interno o Producto punto en R"

El producto punto de dos vectores en numpy se puede obtener de varias formas, como
con las operaciones: .dot, .vdot y .inner. Estas instrucciones permiten obtener el
mismo resultado. Asi el codigo del siguiente ejemplo produce resultados similares
para dos vectores en RS.

Ejemplo 14.12

Obteniendo el producto punto entre dos vectores

Se generan dos vectores con arange y se obtiene el producto escalar. El codigo si-
guiente produce el resultado deseado:

import numpy as np
v = np.arange(6)

u = np.arange(3, 9)
np.dot(u, v)
np.vdot(u, v)

np.inner (u, v)
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print(a,‘\t’,b,\t’,c)
y el resultado que se obtiene es:

100 100 100

14.7.3 Angulo entre dos vectores en R"

EL angulo 6 entre los vectores u y v, ambos vectores R", se obtiene a partir de la
ecuacion:

u-v
cosf) = ————— (14.9)
[ [l o |

Ejemplo 14.13

Obteniendo el angulo entre dos vectores

Dados dos vectores en R3: v = 3i — 2j + 4k y v = i + 2j — 3k, encuentre el angulo
entre ellos. El codigo en Python que lo realiza es el siguiente:

import numpy as np

u = np.array([3, -2, 4])

v = np.array([1, 2, -3])

teta = np.arccos(np.dot(u, v)/(np.linalg.norm(u)*np.linalg.norm(v)))
teta= np.degrees(teta)

print(teta)

El resultado es:

6 = —40.18.

FEl resultado es un dngulo en grados ya que se convierte antes de la instrucciéon print
de radianes a grados.
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14.7.4 Producto Cruz o Vectorial en R?

El producto vectorial o producto cruz de dos vectores u y v, a diferencia del producto
interno, el cual produce un escalar, tiene como resultado un vector. Una de las carac-
teristicas de dicho vector es que resulta ser perpendicular al plano generado por los
vectores u y v.

Si ambos vectores son no nulos, la tinica forma de que el vector resultante sea nulo
es que tanto u como v no formen un plano y que por lo tanto sean colineales.

La biblioteca numpy cuenta con una funcién que permite obtener el producto vec-
torial de manera sencilla. La funcion cross(u, v) devuelve un array con el producto
vectorial.

Ejemplo 14.14

Obteniendo producto Cruz entre dos vectores

Usando los vectores del ejercicio anterior tenemos:

import numpy as np

u = np.array([3, -2, 4])
v = np.array([1, 2, -3])
C = np.cross(u, v)

print (C)

Que nos produce el resultado:

[-2 13 §|

Otro ejemplo con dos vectores no nulos cuyo resultado es nulo es el siguiente.

Ejemplo 14.15

Obteniendo producto Cruz entre dos vectores
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Se desea obtener el producto cruz o vectorial de dos vectores.

import numpy as np

u = np.array([1, -9, 141)

v = np.array([-4, 36, -56])
C = np.cross(u, v)
print (C)

El resultado es 0 ya que el segundo vector se obtiene del primero multiplicandolo por
-4 y por tanto ambos vectores son colineales.

14.8 Eigenvalores y Eigenvectores de Matrices

Se conoce como valores propios o eigenvalores y vectores propios o eigenvectores a los
escalares A y a los vectores v que cumplan para una matriz cuadrada A de tamafo
n X n la siguiente expresion:

Av =l (14.10)

El vector v se llama vector propio de A asociado al valor propio A. numpy cuenta
con una funcion llamada eig que permite obtener los valores y vectores propios de
una matriz cuadrada. La estructura de la funcién es:

L, V = np.linalg.eig(A)

Siendo L el conjunto de todos los valores propios y V el conjunto de los vectores propios
de la matriz A.

La siguiente seccion trata sobre las cadenas de Markov, un proceso estocastico que
utliza los eigenvalores de una matriz para obtener las probabilidades de un evento que
depende solamente de un evento inmediato anterior.
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14.8.1 Cadenas de Markov

Una matriz estocéastica es una matriz con dos propiedades, la primera es que sus
elementos son no negativos, la otra propiedad es que los valores de cada columna
suman 1.

Dentro de las aplicaciones mas utilizadas de estos sistemas, que son discretos,
existe una en la que se trabaja con cantidades porcentuales que pasan de un estado a
otro sin variar en su conjunto. Supongamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 14.16

Uso de matrices para resolver cadenas de Markov

En un sistema bipartidista, en cierto ano se calcula que la poblacién de una ciudad
de 10000 habitantes esta dividida entre el partido A y el B.

En la tabla siguiente se resumen los resultados de un estudio, los cuales pueden
interpretarse de la siguiente manera. El primer elemento de la matriz indica que el
51 % de la poblacion que voto por el partido A volverd a votar por ese partido en la
siguiente eleccion, el dato inferior de esa columna indica los votantes que cambiaran
de partido en la eleccion del ano siguiente.

La siguiente columna indica en primer lugar cuales votantes cambiarian del partido
B al partido A y por ultimo cuales quedarian en el partido B.

Porcentaje de votantes fieles y cambiantes.

A B
A | 051 | 0.6
B 049 | 04

Asi, escrita como un sistema de ecuaciones, esta tabla permite predecir para cada afio
el niimero de votantes de cada partido, todo esto sin que cambie el total de votantes
de la ciudad.

Si se denota por Agy1 ¥y Bi41 el nimero de votantes de cada partido para la
siguiente eleccion, entonces tomando en cuenta la tabla anterior se llega al siguiente
sistema de ecuaciones:

Aps1 = 0514, + 0.6B,

Biy1 = 0.49A; + 0.4By (14.11)

que puede escribirse en forma matricial como:
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X1 = AX,

donde:

= A es conocida como matriz de transiciéon de estado.

= X1y Xj son conocidos como el estado siguiente y actual del sistema, respec-
tivamente.

; Qué sucede si deseamos conocer el estado del electorado, no en la siguiente elec-
cion sino en las dos posteriores? Vemos que X0 = AXji1. Pero si Xpp1 = AX,
entonces Xy o = AXp1 = A%2X.

Como se observa al hacer la operacién A% se obtiene

5 (0554 0.546
AT = <O.446 0.454 (14.12)

la cual como se observa es también una matriz estocastica. Esta clase de sistemas se
conocen como procesos sin memoria o procesos de Markov, porque el estado futuro del
sistema solamente depende del estado actual del mismo y no por los estados pasados.

; Qué sucede si hacemos el proceso anterior pero hacia atras? En ese caso tenemos:

Xp=AX), 1 = A%2X)_o = A3Xp_5... = AKX, (14.13)

Esto nos indica que dado un estado inicial llamado Xj es posible alcanzar el estado
X} usando la parte final de la ecuaciéon anterior.

De este ejemplo se puede tomar mas informaciéon que nos ayude a comprender los
procesos de Markov.;Qué sucedera en la quinta o la octava eleccion? y ;después de
veinte anos? Empezaremos a analizar con un escenario donde ambos partidos tienen de
inicio el mismo numero de electores X = [5000 5000] y ahora busquemos el resultado
después de 5 anos:

# HHHHHH AR
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#

# Resolviendo un proceso de Markov
# Utilizando la libreria numpy.

#

I

import numpy as np

from numpy import linalg as LA

# Primero se declara la matriz de transicidn, como nimeros de 32 bits.

A = np.array([[ 0.51, 0.6], [ 0.49, 0.4]] , np.float)

# seguido de la matriz de estado inicial XO

x0 = np.array([[5000] , [5000] ], np.int32)

# Para calcular A® se realiza lo siguiente

y = LA.matrix_power(A, 5)

xk = np.dot(y, x0)

print (“E1 numero de votantes por partido despues de cinco afios es:”)

print (xk.round())
El resultado que arroja Python es:

print (“E1 numero de votantes por partido después de cinco afios es:”’)
[[ 5505.0]
[ 4495.]]

Y después de 20 anos los valores son:

El numero de votantes por partido después de veinte afios es:
[[ 5505.]
[ 4495.1]

Vemos que los resultados ya no varian en el tiempo. En realidad si hay algunas
minimas variaciones pero se deja al lector verificar esto ultimo (Puede hacerlo si retira
el método round( ) del listado anterior).

Ahora empecemos con otro escenario. El Partido A tiene 10000 electores y el B
ninguno y vayamos hasta los 20 afios. En este caso el vector Xj es: X = [10000 0].
Corremos el algoritmo con este valor de X, para obtener:
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El nimero de votantes por partido después de veinte afios es:
[[ 5505.]
[ 4495.11

lo cual nos sugiere que para cualquier X tal que la suma de sus elementos sean 10000
el resultado es el mismo. De hecho sera el mismo no importando el nimero que se
elija en el estado inicial. Esto sucede porque los procesos de Markov, que dependen
del tiempo, poseen un vector de estado estable q.

La teoria del algebra lineal, particularmente el teorema de Frobenius, nos ensena
que al menos un eigenvalor de una Matriz de Markov es 1. El eigenvalor 1 esta asociado
precisamente al vector en estado estable de la matriz P. Esto permite obtener el
valor X, = A% X, cuando k — oo sin tener que evaluar la potencia de la matriz de
transicion.

import numpy as np

A = np.array([[ 0.51, 0.6], [ 0.49, 0.4]] , np.float)

D, V = np.linalg.eig(A)

# Con eig se obtienen los eigenvectores y los eigenvalores
# de la Matriz que es el argumento

# Imprimimos V para conocer los dos eigenvectores

print (“ Eigenvalores de la matriz de transicidn ”)

print (D)

# El1 eigenvector asociado a lambda es

print (“E1 eigenvector asociado a lambda = 1 es:”)
print(V[:, 01)

print (“normalizando el vector y multiplicando por el ndmero”)
print(“de votantes se obtiene el dato que se buscaba.”)
print (np.round (10000*%V[:, 0]/sum(V[:, 01)))

Lo cual nos da el mismo valor de X}, obtenido anteriormente.
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14.9 Instrucciones de Python del Capitulo 14

Instrucciéon Descripcion
array() Crear tipos de dato array, vectores y matrices.
arange() Crear arreglos.
reshape() Modifica el tamano de una matriz.
eye() Crear matriz Identidad.
zeros() Crear matriz de ceros.
ones() Crear matriz de unos.
random Crear matriz de aleatoria.
matrix Crear tipo de dato matrix.
dot Producto punto entre vectores.
linalg.det Determinante de una matriz.
linalg.inv Inversa de una matriz.
cross() Producto cruz entre vectores.
norm Norma de una matriz.
rank Rango de una matriz.

linalg.matrix_power

Potencia de una matriz

linalg.1lstsq

Regresion lineal por minimos cuadrados.

linalg.eig

Funciéon que devuelve los valores propios
y los vectores propios de una matriz.

14.10 Conclusiones

A lo largo de este capitulo se cubrieron diversos aspectos del algebra lineal como son
las operaciones para matrices y vectores. Utilizando las bibliotecas con las que cuenta
Python. Las funciones y rutinas que se encuentran dentro de la biblioteca numpy son
de codigo abierto, lo cual resulta muy atractivo y hace que en la actualidad Python
y numpy se estén convirtiendo en un referente en el ambito cientifico y técnico a nivel

mundial.

Existen muchas funciones que no se cubren en este capitulo. Sin embargo, el ob-
jetivo es ilustrar que el potencial es muy grande para realizar calculos numéricos con
las bibliotecas que se pueden descargar para Python.
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14.11 Ejercicios

1. Obtenga la norma de los siguientes vectores:

a) v=(—4,6,-8)
b) v=(1,1,1)

c) v=(-1,-1,-1)
) v={(75 75 )

2. Encontrar el dngulo que forman los siguientes pares de vectores:
(1,) U= (_47 67 _8)7 U= (_127 _55 O)

b) v = (1,0,0);u = (0,1,0)
c) v=(-1,—-1,-1);u=(3,-2,16)

3. Un vector unitario es aquel cuya norma invariablemente es uno. Programe un
script que, dado un vector en R? dé como resultado su vector unitario asociado.

4. Crear una matriz en Python con tipo de dato array:

1 4 3 2
-5 6 2 1
M= 0 0 0 0
3 =2 1 5

5. Obtener con Python el determinante de las siguientes matrices:

1 5 2 1
-1 0 1 2
A= 3 2 4 -1
2 3 6 0
-2 5 8 —4
4 -3 0 O
B = 0 0o 2 2
0 0 0 -1
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40 0 0
-1 12 0 0
=13 5 3 0
-8 7 0 -2
4 =3 11 1
5 9 7 2
D=1y 3 4 1
5 3 -5 -9

6. Encontrar la soluciéon del siguiente sistema de ecuaciones lineales:
2x1 — 6x9 + 1223 + 1624 = 70
xr1 — 2x2 + 6563 + 61‘4 =64

711’1 — 3%2 + 3£U3 — 7$4 =-30
3xy + 4xg — 64y = —26

7. Balanceo de ecuaciones quimicas. Encuentre una ecuacién quimica balanceada
para esta reacciéon Redox entre hidruro de Yodo y éacido sulfirico.

aHsS0, + bHI — ¢S + dIs + eH>0O

8. Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones:

12 2 1 9 4] [«
211 _[3 7 8 0] |y
13| 7|5 0 7 2| |z
17 6 2 8 1| |w

9. Utilizando la funcion lstsq encuentre la ecuaciéon de una linea recta que se
aproxime a los datos de la tabla siguiente:

X1
Y

po| o
NS
| o
| oo
| ©
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10. Una cadena de tiendas departamentales decide llevar a cabo un experimento
para medir la influencia sobre las ventas del gasto en publicidad. Se realizaron
diferentes variaciones relativas en el gasto en publicidad, se compard y se ob-
servaron las variaciones en los niveles de ventas resultantes en dos periodos
semestrales. La tabla adjunta muestra los resultados.

Aumento en el
gasto publicitario
Aumento
de las ventas (%) 24 7.2 103 91 102 41 76 3.5

(%) | 3 7 18 14 13 1210 5

Para un modelo de regresion lineal simple, obtenga la recta de regresion que
mejor se ajusta a los datos.
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